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《基础 几何 学 >》 这 本 书 是 苏联 落 和 名 的 通 汛 院士 4.8., 巧 
格 沫 效 夫 所 著 。 它 论 理 严谨 、 识 辑 性 强 、 论 述 方 法 更 是 深入 
浅 出 。 例 如 ， 书 中 把 西 多 边 形 的 面积 定义 为 所 分 名 成 的 庄 
三 角形 的 面积 之 和 ,人 然后 ,证 明 凸 多边形 的 面积 与 分 嘎 三 角形 
的 方法 无 天 ; 测 俩 单 几 坷 体 的 体积 则 冠 义 为 所 分 割 成 的 请 二 
模 礁 《 即 四 面体 ) 的 体积 之 和 ， 并 证 明了 简单 几何 体 的 体积 
号 分 割 成 三 楼 锥 的 分 割 方法 无 关 。 本 书 对 三 角 消 数 的 引出 也 
很 自 涛 ， 从 三 角 渔 数 的 基本 定义 出 发 ， 然 后 证 明了 直角 三 人 角 
形 的 边 角 关 系 。 

本 蔬 有 机 地 综合 了 平面 几何 、 平 而 三角、 立体 几何 、 乎 
面 阿 量 及 坐标 法 的 基本 内 容 ， 它 比 我 国 同类 教 本 在 基本 概 
念 、 基 本 理论 、 基 本 规律 方面 ， 论 述 得 更 透彻 、 更 明了 、 更 
易于 理解 和 运用 。 它 给 出 了 点 的 位 置 分 布 公理 ， 并 采用 了 类 
国 比 尔 科 夫 的 线段 及 角 的 度量 公理 等 。 本 书 在 证 明 方法 上 还 
信用 了 高 等 数学 的 ”e 法 ”"。 此 外 ， 书 由 还 包括 了 我 国 同 类 儿 
本 由 所 没有 而 又 比较 重要 的 内 容 ， 如 : 三 面 基 的 余 咏 定型 及 
正弦 定型 等 。 忆 由 所 举 的 例题 、 练 习题 祁 有 极 强 的 典型 性 ， 
谈 涛 掌握 后 ， 可 以 举一反三 ， 很 有 实用 价值 。 它 对 我 国 数字 
狼 学 很 有 供 黎 参 败 价值 ， 是 广大 初 高 中 学 生 、 社 会 谨 年 和 教 
师 提 高 数学 水 平 ， 指 导 毕 业 生 高 考 的 很 有 价值 的 参考 书 。 

本 书 承蒙 高 伯 阳 副教授 和 王玉林 同志 译 校 ， 并 得 到 了 黑 
龙 抽 省 科学 技术 协会 合用 部 的 大 力 支 持 。 在 此 ， 

齐 致 由 衷 的 感谢 1 

由 于 我 们 水 乎 所 限 ， 琴 文中 难免 有 不 妥 之 处 ， 请 读者 批 
评 指正 。 

一 九 八 〇 年 十 二 月 
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第 一 部 分 平面 几何 


§ 1， 最 简单 几何 图 形 的 共 本 性 质 
几何 学 〈 简称 几何 ) 是 研究 几何 图 形 性 质 的 科学 ， 
几何 学 ( geometria ) 是 第 腊 词 ， 译 成 俄语 时 ， 用 测 地 学 
( SemneMepHe) 表示 ， 因 为 现场 测量 势必 要 采用 几何 方法 ， 
儿 何 图 形 的 例子 有 三 角形 、 正 方形 、 圆 (如 图 1 ) ， 


ADO 


几何 图 形 多 种 多 样 ， 任 意 几 何 图 形 的 一 部 分 仍然 是 一 个 
几何 图 形 。 在 图 2 中 ， 左 侧 图 形 由 一 个 三 角形 和 三 个 正方 形 
组 成 ， 而 右 侧 图 形 则 由 一 个 同和 数 条 夯 弧 组 成 。 我 们 可 以 认 
为 ， 任 何 几 何 图 形 都 由 点 组 成 。 


图 2 


® 1 »。 


研究 平面 图 形 的 几何 学 叫做 平面 几何 。 我 们 从 平面 几何 
开始 研究 几何 学 . 

点 和 直线 ”点 和 直线 是 平面 上 的 站 本 几何 图 形 ， 为 了 清 
楚 起 见 ， 点 应 以 一 个 小 圆圈 标示 。 遂 常用 火 写 的 拉丁 字母 
4，、B，C，D，… 类 和 示 点 ， 用 小 写 


oh UL. 
的 拉丁 字母 &， Vs Cs d ， … 和 表示 
直线 。 在 图 3 中 ， 你 可 以 看 到 点 4 和 布 
让 线 a。 

平面 上 点 和 直线 的 基本 性 质 请 


看 轿 4 ,你 可 以 看 到 直线 a ,直线 ， 

点 4， 点 了 和 点 C 。 点 4 和 点 C 在 直线 a 上， 也 可 以 说 ， 点 
A 和 点 C 位 于 直线 gc 上 ， 或 者 说 ， 直 
线 a 过 点 4 和 点 C 。 

点 了 在 直线 让 上， 但 不 在 直线 a 
二 。 点 4 是 在 直线 上 ， 又 在 直线 
上 。 直 线 a 和 直线 六 于 C 点 相交 ， 点 
C 是 直线 a 和 直线 1b 的 交点 . 

”用 直 尺 在 图 纸 上 画 一 一 条 直线 .在 
图 5 中 ， 你 可 以 看 到 ， 如 何 使 用 雪 尺 
画 一 条 过 已 知 点 4 和 点 B 的 直线 

我 们 把 下 面 两 种 竹 质 称 为 平面 上 
点 和 直线 的 基本 性 质 ， 

I; 任意 一 条 直线 ， 都 有 直线 上 


的 点 和 直线 外 的 点 . 
I， 经 过 任意 两 点 都 可 引出 一 条 
6 而 且 只 能 引出 一 条 直线 . 


直线 可 用 直线 上 的 两 点 来 表示 。 例 如 ， 图 4 中 的 直线 a 


可 以 表示 为 4C， 而 直线 5 可 以 表示 为 BC， 
dtd 
个 yl 可 能 相交 ， 但 相交 时 只 大 = 。 候 如 两 条 不 
辣 的 直线 相交 时 有 两 个 ein 
天 条 才 线 ， 然 而 这 是 不 可 能 的 。 因 此 可 得 出 下 面 的 性 质 : 
1.1 两 条 直线 可 能 不 相交 ， 藻 相交 只 能 有 一 个 交点 ，。 
直线 和 平面 上 点 的 相互 位 置 的 基本 性 质 “请 略图 6， 你 
可 看 到 直线 a 和 这 条 直线 上 的 三 个 点 ， 点 4 、\ 点 了 和 点 C ,点 
B 位 于 点 4 和 点 C 之 间 ，, 关于 点 4、B、5C 的 位 置 ， 我 们 可 
以 讲 ， 点 4 和 点 C 位 于 点 了 的 两 
例 ， 还 可 以 讲 ， 点 互 把 点 对 和 点 
CC 分隔 开 。 点 4 和 点 召 在 点 C 的 
同一 仙 ， 扎 不 分 隔 点 委 和 点 
B。 点 了 和 点 C 存 点 4 的 同一 
侧 


清 看 图 7， 点 4 把 直线 了 性 /成 两 条 射线 ， 点 B 和 点 C 在 
同一 条 射线 上， 点 4 不 分 隔 点 且 
和 点 C 。 点 卫 和 点 厂 在 不 相同 的 
两 条 射线 上 ， 点 4 把 加 召 和 总 万 
分 隔 开 ,把 直线 4 分 成 两 条 射线 

的 点 4 电 做 射线 的 端点 ， 这 两 条 
射线 方向 相反 。、 光 线 就 是 射线 。 

射线 用 小 写 的 拉丁 字母 来 表 

OO ae 
可 的 拉丁 字母 ， 但 表示 妆 扩 的 字 奈 必须 写 丰 前面。 如 点 4 把 

直线 4a 分 成 射线 48 和 射线 4D( 如 图 7 ) 。 

让 4 和 8 是 直线 a 上 的 两 个 点 (如 图 8 )， 直 线 a 上 


+ 3 s 


438 一段 叫 做 线段 AB， 直 线 a 上 4 和 PB 之 间 所 有 的 点 x 都 
在 直线 a 上 ， I 

1.2 线段 AB 是 射线 AB 的 一 
部 分 ， 即 线段 AB 上 每 个 点 都 是 
射线 AB 上 的 点 。 

在 实际 中 ,我 们 标记 线段 4B 
于 革 一 点 买 时 (如 图 8 )，。 点 了 
应 位 于 点 4 和 点 如 之 间 ， 即 点 4 
不 在 点 也 和 点 B 之 间 ， 因 为 在 点 4、 点 8B 和 点 牙 中 ， 只 能 有 
一 个 点 在 其 它 两 点 之 间 ， 因 此 点 4 不 能 分 隔 点 和 和 点 召 。 这 
就 是 说 ， 点 节 在 射线 4B 上 ，、 而 不 在 与 射线 4B 的 方向 相反 的 
射线 上 。 

请 看 图 9， 直 线 “将 平面 分 割 成 两 个 半 平 面 ， 点 4 和 点 
8 在 同一 半 平 面 内 。 线 段 4B 与 直线 
6 不 相交 ， 点 4, 和 点 B, 在 不 同 的 半 
平面 内 ， 线 段 4,8, 与 直线 a 相交 。 
我 们 用 和 希 有 次 字 母 g，B，Y，…: 等 表示 
半 平 面 。 四 
”过 射线 43 的 端点 4 作 一 条 不 经 
过 点 卫 的 直线 4《 如 图 10 ) ， 直 线 4 
与 直线 4B 交 于 点 4， 除 此 交点 外 ,再 
无 其 他 交点 。 设 和 为 射线 4B 上 的 一 
点 ， 线 段 BX 与 直线 2 不 相安 。 在 实 
际 上 ， 线 段 BX 能 与 直线 4a 交 于 点 4 
吗 ? 是 不 可 能 的 ， 因 为 、， 点 《不 在 线 

~“ 县 BX 上 ,点 4 不 在 点 也 和 点 和 之 

加 10 间 。 


图 8 


图 9 


因为 线段 BX 不 与 直线 a 相交 ， 所 以 点 和 和 点 了， 对 
址 线 a 而 言 ， 都 位 于 同一 半 平 面 内 。 由 此 可 得 出 下 面 的 性 
质 ， 

1.3 假如 过 射线 AB 上 点 A 作 一 条 不 经 过 点 B 的 直线 a， 
则 藉 条 线段 AB， 对 直线 a 而 言 ， 都 在 同一 半 平 面 内 。 

因为 线段 4B 是 射线 4B 的 一 部 分 ， 所 以 ， 又 可 得 出 下 面 
的 性 质 ， . 

1.4 假如 过 线段 AB 上 端点 A 作 一 条 不 过 点 B 的 直线 a， 
则 整 条 线段 AB， 对 直线 a 而 言 ， 都 在 同一 半 平面 内 ， 即 线 
段 AB 在 其 端点 了 所 在 的 半 平 面 内 ， 

， 我 们 把 下 面 三 个 性 质 叫 做 直线 和 平面 上 点 的 位 置 的 基本 
性 质 ， 

革 ， 直 线 上 的 三 个 点 ， 其 中 只 能 有 一 个 点 位 于 其 他 两 点 
之 间 。 
下 ,直线 上 的 一 点 可 把 直线 分 割 成 两 条 射线 ， 同 一 条 射 
线 上 的 两 个 点 不 可 能 被 这 条 射线 的 端点 分 隔 ， 这 条 射线 上 的 
端点 只 能 分 隔 不 同 射线 上 的 两 个 点 。 

TI ， 直 钱 可 把 平面 分 割 成 两 个 半 平 面 。 如 果 某 一 条 线段 
的 两 个 端点 都 在 同一 半 平 面 内 ， 则 这 条 线段 不 可 能 与 直线 相 
交 。 如 果 线段 的 两 个 端点 在 不 同 的 半 平 面 内 ， 则 这 条 线段 必 
与 直线 相交 ， 

线段 和 角 的 度量 的 基本 性 质 ”度量 线段 需要 各 种 量具 ， 
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图 六 


带 刻 度 的 直 尺 是 常用 的 一 种 有 量具、 图 11 示 出 ， 线 段 4B 的 长 
度 为 10cm， 线 甸 4C 为 6cm, 线段 BC 为 4cm。 线 段 48 的 长 度 
等 于 线段 4C 与 BC 的 长 度 之 和 。 

我 们 把 下 面 的 性 质 叫 线 段 度量 的 基本 人 性质: 

了 ， 每 一 条 线段 都 有 大 于 零 的 固定 长 度 ， 

下， 如 果 直 线 AB 上 点 C 位 于 点 A 和 点 B 之 间 ， 则 线段 
AB 的 长 度 必 等 于 线段 AC 与 BC 的 长 度 之 和 ， 

”从 同一 个 端点 引出 两 条 不 同 射线 所 组 成 的 图 形 叫做 角 ， 
这 个 端点 叫做 角 的 顶点， 两 条 射线 叫做 角 的 边 ， 如 果 角 的 两 
条 边 是 两 条 方向 相反 的 射线 ， 则 这 个 角 叫 做 平角 。 

在 图 12 中 ， 你 看 到 的 角 ， 其 项 点 为 O， 其 边 为 a 和 6，、 
角 可 用 角 的 顶点 ， 角 的 两 条 边 或 
用 三 个 点 ( 即 ， 顶点 及 角 的 两 条 
边 上 的 两 个 点 来 表示 ) 。 角 用 符 
号 “A” 表 示 。 图 12 中 的 角 有 三 
种 表示 法 ， Bj， pe (ab), 
”人 人 408B, 第 三 种 表示 法 ， 表 示 顶 

图 22 点 的 字母 必须 放 在 中 间 。 

请 看 图 13， 如 果 由 (a5b) 
的 顶点 0 引出 的 射线 c 与 两 个 
端点 位 于 了 人 (a5) 的 两 条 边 上 的 
线段 45 相 交 时 ， 那 么 我 们 可 
以 说 ， 射 线 c 由 达 (ab) 的 两 条 
边 之 间 穿 过 。 当 角 为 一 个 平角 
时 ， 如 果 从 角 的 顶点 所 引出 的 
射线 不 与 角 的 两 条 边 重合 时 ， | 
那么 我 们 也 可 以 说 ， 射线 必 在 角 的 两 条 边 之 间 穿 过 ， 


图 13 
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通常 使 用 量 角 器 度量 角 的 大 小， 图 14 所 和 未 ， 人 人 (a) 为 
120 。 射 线 c 由 骨 (ab) 的 两 条 边 之 间 完 过， 有 角 (ac) 为 90"， 
角 (48c) 为 30" 。 角 (ab) 等 于 角 (ac) 与 角 (bc) 之 和 ， 


我 们 把 下 面 的 性 质 叫 做 角 的 度量 的 基本 性 质 ， 本 

Ji ， 每 一 个 角 都 有 大 于 零 的 回 定 的 度数 ， 平 角 为 180。 。 

下 ， 如 果 由 角 (ab) 的 项 点 所 引出 的 射线 c， 从 角 的 两 条 
边 之 间 穿 过 ， 则 角 (ab) 等 于 角 (ac) 与 角 (bhc) 之 和 。 

线段 和 角 的 绘制 的 基本 性 质 请 在 图 15， 此 图 示 出 ， 和 使 
用 直 尺 可 从 射线 a 的 端点 4 画 出 长 度 为 3cm 的 线段 。 
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”请 看 图 16， 英 线 & 从 端点 4 向 其 相反 方向 延长 后 ， 射 线 : 
a 把 平面 分 割 成 两 个 半 平 面 。 / 

图 16 示 出 ， .如果 使 用 量 角 器 以 射线 4 为 角 的 一 边 ， 以 说 
点 4 为 前 的 顶点 ,在 上 半 平 面 上 绘制 出 具有 给 定 度数 (60? ) 的 
月 。 

我 们 把 下 面 的 性 质 叫 线段 和 角 的 绘制 的 基本 人 性质: 

和 ， 已 知 mm 为 任意 一 个 正 数 ， 总 可 以 在 已 知 的 射线 上 
从 它 的 端点 绘制 一 条 ， 而 且 只 能 绘制 出 一 条 长 度 为 mm(cm) 的 
线段 ， : 

下。 已 知 n 为 任意 一 个 小 于 180° 的 正 数 ， 总 可 以 在 已 知 
的 半 平 面 上 以 已 知 的 射线 为 一 条 边 ， 以 射线 的 端点 为 项 点 绘 
制 一 个 ， 而 且 只 能 绘制 出 一 个 等 于 nm 度 的 负 。 

让 我 们 在 缠 线 48 上 ， 从 它 的 端点 4 绘制 出 一 条 长 度 小 . 
于 线段 4B 的 线段 4C。4、B,C 三 点 中 ， 哪 一 个 点 在 男 外 两 : 


个 点 之 间 呢 ? 点 4 显然 不 在 点 B 和 C 之 间 ， 因 为 点 B 和 点 CC 
在 以 点 4 为 端点 的 同一 全 射线 上 ， 候 如 点 了 位 于 点 4 和 点 C 
s 8 » 


之 间 ， 根 据 线段 的 度量 的 基本 性 质 ， 可 得 出 , 4B+BC= 

4C， 即 4B<< 4C， 然 而 ， 给 定 的 条 件 是 4C<_4B， 这 就 是 
说 ， 点 了 3 也 不 可 能 位 于 点 4 和 点 C 之 间 。 因 为 三 点 中 必 应 有 
一 个 点 在 另外 两 个 点 之 间 ， 这 个 点 只 能 是 点 C 。 因 此 可 得 出 
下 语 的 性 质 ， 

i.5 假如 在 诗 钱 AB 上 从 它 的 端点 A 绘制 一 条 长 度 小 于 
线段 AB 的 线段 AC， 则 点 C 必 应 在 点 A 和 点 B 之 间 。 

全 等 三 角形 的 第 一 判定 法 ”由 三 个 不 在 一 条 直线 上 的 
点 ， 并 由 这 三 个 点 双双 两 点 连结 成 的 三 条 线段 所 组 成 的 图 形 
叫做 三 角形 。 这 三 个 点 叫做 三 角形 的 顶点 ， 这 三 线段 叫做 三 
角形 的 边 。 在 图 17 中 ， 你 可 以 看 到 一 个 以 4、8B、C 为 顶点 ， 


多 
2, 


图 17 图 18 


以 4B、BC、4C 为 边 的 三 角形 。 三 角形 通常 以 三 个 顶 点 来 
表示 ，“ 三 角形 ”这 个 词 用 符号 “和 人 ”来 表示 。 例如 ， 图 
17 中 的 三 角形 表示 为 ， 作 4BC.， z 

网 条 长 度 相 等 的 线段 叫做 相等 的 线段 。 度 数 相 等 的 两 角 
叫 仇 相 等 角 。 在 三 角形 4BC 和 三 角形 4,B,C, 中 ,如 果 L4= 
LA, a a LC= /C1;,AB=A,B,,BC=B,C,, 
0 则 三 角形 4BC 与 三 角形 418,C ,全 等 ， 通 节 用 
符号 “ 宅 ” 表 示 全 等 。 在 图 18 中 可 以 看 到 ，A4BC2A 人 4， 
Dat ye 


“全 等 三 角形 的 第 一 判定 法 如 下 ， 

YY .在 三 角形 ABC 和 三 角形 A1BiC, 中 ， 如 果 ZA 
LAA,, AB=A,B,, AC—-A,C,， 则 人 ABC 必 人 A,B,C,， 
好 /B= /PF,, /C=/C, BC=B,C,. 

平行 线 的 基本 性 质 ”在 同一 平面 内 。 直 相交 的 两 条 直 绩 
叫做 平行 线 。 人 

图 19 示 出 ， 如 何 使 用 三 
角 板 和 直 尺 ， 过 后 8 作 一 条 
平行 于 已 知 直 线 4 的 直线 
p. 
平行 线 的 基本 人 性质 如 
了 下: 


WH 在 同一 平面 内 ， 过 四 1 
已 知 直线 a 外 一 点 B， 可 作 
出 一 条 ， 而 且 只 能 作出 一 条 平行 于 直线 a 的 直线 。 


”复习 题 及 练习 题 


.什么 是 几何 学 ? 

. 例 举 几 个 几何 图 形 . 

.指出 平面 上 的 几何 基本 图 形 。 

， 什 么 是 平面 几何 学 ? 

.如 何在 图 纸 上 画 点 ? 

， 画 直线 用 什么 制图 仪器 ? 

， 如 何 表示 点 和 直线 ? 

在 图 4 中， 哪 两 个 点 在 直线 e 上 ? 哪 两 个 点 在 直线。 
上 ? 直线 4 和 直线 5 交 于 哪个 点 ? 
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。 试 讲解 如 何 佑 用 直 民 画 -一 条 过 已 知 两 点 的 直线 。 和 
.用 定义 说 明 平 面 上 点 和 直线 的 位 置 的 基本 人 性质， 

.请 讲解 为 什么 两 条 直线 不 梧 能 有 两 个 交 扩 。 

.人 广 图 6 中 有 三 个 点 。 哪 个 点 分 后 另外 两 人 上 对 点 4 而 


言 ， 上 成 和 点 《位 于 向 处 ? 


. 作 一 条 直线 ， 并 在 这 条 直线 上 算出 奴 、38 、C .了 四 个 点 ， 


使 点 C 分隔 点 4 各 点 D， 而 点 了 分 阳 点 B 和 点 C，、 


， 直线 被 点 分 割 成 两 条 射线 后 ， 这 两 条 射 线 具 有 何 种 性 


质 ? 对 线 恕 何 玻 示 ? 


.说 出 以 4 和 8 为 端 点 的 线段 的 名 称 ， 
.如 果 如 点 是 线段 4C 上 的 一 个 点 ，A、8B .Cc 三 点 中 ， 哪 


一 个 点 位 于 另外 两 个 点 之 闻 ? 


， 试 说 明 为 什么 线段 4B 上 的 任意 点 都 是 射线 43 上 的 点 。 
. 平面 被 直线 分 割 成 两 个 六 平面 之 后 ， 这 两 个 半 平 面具 有 


何 种 人 性质 ? 


， 试 说 明 射 线 4B 相对 于 过 射线 端 研 和 4 的 直线 a 而 言 的 位 


前 ， 


.说 明 扣 在 直线 上 和 在 平面 上 的 基本 性 质 ， 
.度量 线段 使 用 何 种 工具 ? 
， 作 一 条 直线 ， 并 在 直线 上 标 出 4、8、C 三 点 ， 使 8B 点 位 


于 点 4 和 点 C 之 间 ， 量 出 线段 4B.4C 和 BC 的 长 庆 ， 试 
比较 线段 4C 的 长 度 与 线段 48 及 BC 之 和 的 长 度 ， 


.说明 线段 的 度量 的 基本 性 质 ， 

， 和 什么 样 的 图 形 叫 做 藤 ? 

， 什 么 样 的 角 叫 做 平角 ? 

， 请 讲解 射线 从 角 的 两 条 边 之 间 穿 过 是 什么 意思 。 
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使 用 什么 工具 度量 角 ， 用 什么 香 位 来 者 示 ? 试 说 明 如 何 
度量 角 。 

画 出 角 (ab ) ， 并 在 角 内 自 其 顶点 作 一 条 射线 c， 试 度 
最 和 角 (cbj)、 角 (ac ) 和 角 (bc)， 再 比较 角 ( 弛 ) 是 
否 等 于 角 (ec ) 与 人 朋 (pc ) 之 和 ， 

试 说 明度 量 角 的 基本 性 质 。 


任意 取 一 点 O， 过 此 点 作出 一 条 射线 ， 以 0O 扣 为 端 扩 ， 


在 这 条 射线 上 截取 一 条 线段 O04， 使 其 长 为 3cm， 
荐 任意 一 条 射线 ， 并 以 这 条 射线 为 一 条 边 ， 画 出 45” 的 
由 ， | 

说 明 线 段 和 人 衣 绘 制 的 茜 本 性 质 。 

在 射线 4B 上 ， 以 点 和 4 为 端点 截取 一 条 小 于 线段 4B 的 线 
段 4C。 试 回答 4、B、C 三 点 中 ， 哪 一 个 点 位 于 男 两 个 
点 之 间 ? 并 说 明 为 秆 么 ? / 

什么 样 的 图 形 叫 做 三 角形 ? 

指出 图 17 中 三 角形 的 项 点 和 边 ， 

什么 样 的 线段 叫做 相等 的 线段 ? 

什么 样 的 骨 出 做 相等 的 角 ? 

三 角形 4BC 与 三 角形 4,B1C ,全 等 ， 这 句 话 表示 什么 党 
四 ? 

说 出 全 等 三 角形 的 第 一 判定 法 。 

两 条 什么 样 的 直线 叫做 平行 线 ? 

画 出 一 条 直线 ， 并 标 出 这 条 直线 外 的 一 点 ， 试 过 这 点 作 
这 条 直线 的 平行 线 。 

说 明 平 行 线 的 基本 人 性质 。 
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s 在 儿 何 中 怎样 研究 图 形 的 性 质 


公理 、 定 理 和 证 明 经 过 推理 可 以 对 任何 一 个 几何 图 形 
作出 正确 的 结论 ， 对 结论 的 正确 性 的 论证 叫做 证 明 。 对 几何 
图 的 性 质 作出 的 正确 结论 叫做 定理 。 例 如， 

定理 2.1 设 有 一 条 不 经 过 三 角形 ABC 各 顶点 的 直线 a， 
如 果 直 线 a 与 三 角形 ABC 的 AB 边 相交 ， 则 直线 a 必 应 与 、 
且 只 能 与 三 角形 另 两 条 边 BC 和 AC 中 的 一 条 边 相交 

证 明 ( 图 20 ) 直线 a 把 平面 分 割 成 两 个 半 平 面 ， 因 为 直 
线 & 和 线段 48B 相 交 ， 所 以 点 4 和 点 3 在 不 同 的 半 平 面 内 ， 
点 C 只 能 在 这 两 个 半 平 面 的 一 个 半 平 面 内 ， 假 如 点 C 与 点 4 
在 同一 半 平 面 内 ， 则 直线 a 不 可 能 与 线段 4C 相 交 , 直线 & 必 


应 与 线段 BC 相交 (如 图 20 一 左 ) ; 很 如 点 C 与 点 B 在 :同一 
半 平 面 内 ， 则 直线 & 必 应 与 线段 4C 相 交 ， 但 不 可 能 与 线段 
BC 相交 ( 如 图 20 一 有 有 ) 。 在 上 述 两 种 条 件 下 ， 直 线 & 只 能 
与 线段 4C 或 BC 中 的 一 条 线段 相交 。 这 就 是 证 明 的 全 部 。 
前 一 章 所 馆 述 的 最 简单 几何 图 形 的 基本 性 质 一 页 ， 在 
证 明 其 它 性 质 时 ， 经 常 引用 。 这 些 不 需 证 明 的 最 基本 性 质 电 
做 公理 ， 四 
ae 13 。 


公理 概括 地 给 出 基本 的 几何 概念 。 这 些 基本 概念 包括 ， 
《点 ”、“ 直 线 ”、“ 位 于 ”( 对 点 和 直线 而 言 ) 、“ 位 于 
a 之 闻 ”【( 对 点 在 直线 上 位 置 而 言 ) 、“ 度 量 ” ( 对 线段 
的 长 度 及 角 的 度数 而 言 ) 。 其 它 一 些 几 何 概念 都 是 由 这 些 基 
本 概念 派生 的 ， 例 如 : 线段 、 角 、 三 角形 等 概念 。 

证 明定 理 时 ， 只 人 允许 引用 最 简单 几何 图 形 的 茶 太 性 质 ， 
即 公理 ， 还 可 引用 已 被 证 明 的 性 质 ， 邵 已 被 证 明 的 定理 。 除 
此 之 外 ， 不 准 引 用 那些 显而易见 、 但 小 经 证 明 的 性 质 。 

证 明定 理 时 ， 可 以 利用 绘制 图 形 来 表达 我 们 想 叙 述 的 内 
容 。 然 而 ， 论 证 图 形 的 性 质 时 ， 不 准 引用 即使 在 图 形 上 可 以 
明显 看 出 的 、 但 未 经 公理 及 已 证 明 的 定理 推论 出 的 性 质 。 定 
理 通常 由 两 个 部 分 组 成 ， 前 一 个 部 分 是 已 知 的 内 容 ， 这 一 部 
分 叫做 定理 的 各 性， 后 一 部 分 是 必须 证 明 的 部 分 ， 这 部 分 叫 
做 定理 的 结 证 ， 

在 §1 中 ， 除 罗马 数字 所 表示 的 那 几 项 基本 性 质 即 公理 
外 ， 其 它 一 些 性 质 (1.1，1.2,，1.3，1.4，1.5) 都 是 借助 
于 公理 推 证 出 来 的 。 因 此 ， 这 些 性 质 都 是 定理 ， 
: 在 同一 半 平 面 内 的 诸 角 的 位 置 

定理 2.2 在 同一 半 平 面 内 ， 从 射线 a 放生 
(ac ) ， 则 或 射线 b 从 角 (ac ) 的 两 条 边 之 间 穿 过 ， 或 射线 
ec 从 角 ( ab ) 的 两 条 边 之 间 穿 过 . 

这 个 定理 的 条 件 ， 角 (ab ) 各 角 ( ac ) 位 于 射线 a 所 分 
制 的 同一 半 平 面 内 。 定 理 的 结论 : 或 射线 5 从 和 处 (ac ) 的 两 
条 边 之 间 穿 过 ， 或 射线 c 从 角 ( ab ) 的 两 条 边 之 间 穿 过 。 

定理 的 证 明 : ”从 射线 a 的 端点 引 一 条 与 射线 a 方向 相 
反 的 射线 a,。 角 (a1b ) 与 角 ( aic ) 不 相等 ， 即 两 角 中 有 一 
个 角 小 于 男 一 个 角 ， 设 角 (a.b) 小 于 角 (a1c)。 在 射线 a 、 
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5 、ai 上 标 出 点 女 、8、4,( 如 图 21 )， 
包含 射线 c 的 直线 与 三 角形 4,4B 的 边 414 相交 ,根据 
定理 2.1 可 知 ， 这 条 包含 时 
9 线 c 的 直线 或 与 4;8B 边 相 
交 ， 或 与 4B 边 相 交 。 这 种 
相交 几 允 生 在 射线 c 上 ， 即 
于 线 <c 或 与 线段 4;8 相 交 ， 
或 与 线段 48 相交 ， 因 线段 
,B、AB 及 时 线 cc 位 于 站 
ee 线 4,4 所 分 得 的 两 半 平 面 中 
的 同一 个 尘 平 面 内 。 
假 好 射线 c 与 线段 4: 8 相交， 则 射线 c 必 应 从 前 (a15) 
闪 两 条 边 之 间 穿 过 .根据 度量 角 的 公理 置 , 可 得 出 :人 (cic) 十 
荐 (cb 王 角 (cip)， 即 前 (eic ) 小 于 角 ( 人 (ci ) 。 然 而 ， 这 
是 不 可 能 的 ， 因 为 命题 的 条 件 为 ， 角 ( ab) 小 于 角 (ajc)。 
因此 ， 射 线 “不 与 线段 4, 3 相交 ， 必 与 线段 48 相交 ,这 便 
意味 痊 ， 射 线 c 从 角 ( ab ) 的 两 条 边 之 间 形 过 。 定 理 得 证 。 
直线 分 跑 角 的 两 条 边 z 
定理 2.3 如 果 射 线 e 从 角 (ab ) 的 两 条 边 之 间 穿 过 ， 
则 包含 射线 c 的 直线 必 应 分 隔 角 (ab) 的 两 条 边 , 见 射线 a 和 册 
线 5 位 于 包含 射线 e 的 直线 所 分 割 的 两 个 相同 的 半 平 面 内 
定理 的 条 件 ， 射 线 < 从 角 (ab) 的 两 条 边 之 间 罕 过 。 定 
理 的 结论 角 ( ab ) 的 两 条 边 位 于 包含 时 线 6 的 直线 所 分 割 
的 两 个 不 辐 的 闭 平 面 内 。 
定理 的 证 明 :， 因 为 射线 c 从 角 (ag) 的 两 东边 之 闻 罕 
过 ， 所 以 射线 5 必 与 两 端 在 角 两 边 上 的 线段 4B 相交 ( 如 图 
22 ) 。 因 为 线段 48 与 包含 射线 c 的 家 线 相 交 ， 所 以 点 4 和 
。 15 * 


点 卫 必 位 于 这 条 直线 所 分 割 的 两 
个 不 同 的 半 平 面 内 。 

根据 定理 1.3 得 知 : 射线 
a ， 对 包含 射线 < 的 直线 而 言 ， 
位 于 同一 半 平 面 内 ， 芭 位 于 点 4 
所 在 的 半 平 面 内 。 根据 同一 定理 
可 知 ， 射线 5 位 于 点 BB 所 在 的 半 
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平面 内 .因为 点 4、 点 了 对 包含 射线 c 的 直线 而 言 ， 位 于 不 
同 的 半 平 面 内 ， 所 以 射线 、6 对 包含 射线 < 的 直线 而 言 ， 
也 位 于 不 同 的 半 平 面 肉 。 定 理 得 证 。 


a Ha 挛 * 
hy | 人 


‘Do 3 


复习 题 及 练习 题 


。 对 什么 的 论证 叫做 几何 证 明 ? 
,什么 是 定理 ? 
， 举 一 个 定理 及 其 证 明 的 例子 。 


什么 是 公理 ? 


， 说 了 明 关 于 点 与 直线 位 置 的 公理 。 

， 说 了 明 关 于 线段 和 角 的 度 县 的 公理 。 

， 说 明 关 于 线段 和 角 的 经 制 的 公理 。 

， 说 明基 本 的 几何 概念 ， 

， 举 例 说 明 由 基本 概念 派生 的 其 它 概念 ，. 并 月 基本 概念 给 


出 它们 的 定义 。 


, 证 明定 理 时 ， 人 允许 引用 几何 图 形 的 何 种 性 质 ? 
.证 明定 理 时 ， 如 何 利 用 图 形 ? 

， 定 理由 哪 两 部 分 组 成 ? 

13. 


说 出 并 证 明 关 于 同一 半 平 面 内 角 的 位 置 的 定理 (定理 
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18. 


19. 
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站 六 
说 出 并 证 明 关于 分 隔 角 两 边 的 直线 的 定理 (定理 2.3 ) 。 

证 明 $I 中 定理 1,1、1.2、1.3、1.4 和 1.5。 

在 平面 内 给 出 四 点 4,、4,、A4, 和 A4;， 并 作出 直线 4， 

使 其 不 通过 上 述 四 点 中 任意 一 点 。 已 知 : 线段 4,4, 及 
4 ,4 , 均 与 直线 a 相交 ， 而 线段 4,4, 不 与 直线 a 相交 ， 
试问 ， 直 线 a 是 否 与 线段 4,44 相 交 ? 并 说 明 答案 的 理 
由 
在 平面 内 给 定 四 点 4,B,C、D， 如 果 线 段 4B 与 线 CD 相 
交 ， 证 明 点 B 和 点 DD， 对 直线 4C 而 言 ， 位 于 同一 半 平 
面 内 。 

如 果 射 线 c 从 角 ( ab ) 两 边 之 间 穿 过 ， 证 明 射 线 c 与 两 


端点 在 角 〈《a2 ) 两 边 上 的 任意 线段 相交 。 


A4、B,C 三 点 在 同一 直线 上 。 如 果 已 知 线 段 48=10 
cm， 线 段 4C= 二 7cm， 线 段 BC=3cm， 试 问 三 点 中 郧 一 


”点 位 于 另 两 点 之 间 ? 并 说 明 答 案 的 理由 。 
20， 


已 知 ， 线段 48=5cm, 线段 BC = 二 6cm ,线段 AC=7cms 
试问 4、B、C 三 点 是 否 在 一 条 直线 上 ? 并 说 明 答案 的 理 
由 。 

4、B8、C 三 点 在 同 一 直线 上 ， 线 线 48=4cm， 线 眉 
BC=3cm。 如 果 点 卫 位 于 点 4 和 点 C 之 间 ， 试问 线段 
4C 等 于 多 少 cm? 如 果 点 C 位 于 点 4 和 点 也 之 间 ， 试 问 
线段 4C 等 于 多 少 cm? 并 说 明 管 案 的 理由 、 z 
A、B、C ,也 四 点 位 于 同一 直线 上 ， 点 了 位 于 点 4 和 点 
C 之 间 ， 而 点 C 位 于 点 了 和 点 DD 之 闻 。 证明 点 C 位 于 点 
A 和 点 D 马 之 闻 。( 提示 射线 CA 与 射线 CD 方向 相反 、 
点 B 位 于 射线 CA 上 。 ) 


s 17 »。 


3 角 


补 角 ”如 果 两 个 角 有 一 个 公共 边 ， 且 另 一 边 为 两 条 方向 
由 有 反 的 射线 ， 则 这 两 个 角 互 为 补 角 ,如 图 23 所 示 ， 角 ( a5b) 
与 角 ( 425) 互 为 补 角 。 


图 23 : 和 图 24 - 


设 C 为 直线 4B. 上 的 一 点 ， 并 位 于 点 4 与 点 8B 之 间 ， 而 
了 为 直线 4B 外 的 一 点 (如 图 24 ) ， 和 人 BCD 与 <A4CD 互 为 补 
和 ， 这 两 个 角 有 一 条 公共 边 ，C4 与 CB 边 又 是 直线 4B 上 玄 
“条 方向 相反 的 射线 ， 因 为 册 i 点 将 这 机 条 射线 上 的 点 4 和 点 
B 分 隔 . 3 

“定理 3.1 下 为 补 角 的 两 个 角 之 和 等 于 180*， 

证 明 已 知 角 (aib ) 和 人 角 ( 4s5) 互 为 补 角 ( 如 图 23)， 
射线 忆 从 平角 两 边 4a, 和 a;, 之 间 穿 过 ， 因 此 根据 公理 :下 可 得 
出 ， sk EP 之 和 等 于 平角 ， 即 等 于 180*， 定 

理 得 证 。 z 
-机 定理 3.1 可 以 推出 :两 
一 个 相等 的 角 ， 其 补 角 相 等 ， 


边 与 另 一 角 的 两 条 边 互 为 方向 相 
图 25 反 的 射线 ， 则 这 两 个 角 称 为 对 项 


对 项 角 ”如 果 一 个 角 的 两 条 - 


角 。 如 图 25 所 示 ; 角 (aib, ) 与 角 ( a;b, ) 为 对 项 角 ， 
”定理 3 .2 对 项 角 相 等 ， 

证 明 设 ( aibi ) 和 (a,b,) 为 已 知 的 两 个 对 顶 者 (如 
图 25 )， 角 (aibs ) 的 补 角 为 角 ( a15,)， 角 (426,) 的 补 
角 也 为 胡 (a15; ) ,因此 ,根据 定理 3.1 得 出 角 ( 4a1b1 ) 与 
角 (aib,) 之 和 等 于 180"， 角 (ab, ) 与 角 (a15;) 之 和 也 
等 于 180"， 所 以 角 (abi ) 等 于 角 (a,b, ) 。 定理 得 证 。 

直角 ” 垂 线 等 于 90 的 角 称 为 直角 ， 根据 定理 3.1 得 
出 直角 的 补 角 仍 为 直角 。 

设 4a 和 为 两 条 相交 的 直线 ( 如 图 26 ) ， 这 两 条 直线 相 

区 组 成 四 个 和 角 ，, 设 其 中 一 角 为 g 角 , 其 余 三 个 角 中 有 两 个 是 4 
角 的 补 角 ， 有 一 个 是 wa 角 的 对 项 
角 。 由 此 可 得 出 : 如 角 w 等 于 直 
角 ， 则 其 余 的 三 个 角 都 是 直 基 。 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 : 如果 两 
条 直线 互相 垂直 相交 、 则 称 这 两 
条 直线 为 垂 线 ， 它 们 所 形成 的 角 
都 是 直角 . 

两 26 定理 3.3 过 直线 上 一 点 作 
垂 线 ， 只 能 作 一 条 ， 

证 明 设 已 知 直 线 为 4 ; 4 为 这 条 直线 上 的 一 点 。 在 直 
线 a 上 ， 以 点 4 为 端点 画 一 条 射线 a,( 如 图 27 ) ， 再 以 射线 
Qi 为 一 边 ， 以 点 4 为 项 点 作 一 个 等 于 90° 的 角 (a.5, )， 此 
时 包含 射线 的 直线 与 直线 a 焉 直 相交 ， 

假设 除 上 述 所 引出 的 直线 外 ， 还 能 3 引 男 一 条 包含 导线 
ci 的 直线 ， 此 直线 经 过 4 点 ， 与 直线 4 垂 交 相交， 并 与 射线 
b ;在 问 一 半 平 面 内 。 


» 19 。 


站 的 Mn 


角 (2z 5) 和 和 角 (cicy) 
都 等 于 90"， 而 且 对 射线 ci 和 而 
言 ， 都 在 同一 半 平 面 内 。 然 而 ， 


面 肉 ， 以 射线 a1 为 一 边 ， 以 4 为 
顶点 只 能 作出 一 个 等 于 90° 的 角 ， 
"iS 因此 ， 过 4 点 不 可 能 作出 另 一 条 
"i 答 直 于 直线 & 的 直线 。 定 理 得 

证 ， 


复习 题 及 练习 是 


.什么 样 的 角 互 为 补 角 ? 

.说 明 图 24 中 的 人 人 DCA 与 <DC 8B 为 什么 瑟 为 补 角 。 

. 试 证 互 为 补 角 的 两 角 之 和 等 于 180°。 

. 试 证 两 个 相等 的 多 其 补 角 仍然 相等 。 
,什么 样 的 角 称 为 对 顶 角 ? 

. 证 明 对 顶 角 相等 。 

， 什 么 样 的 角 称 为 直角 ? 

.证明 直 角 的 补 角 仍 为 直角 ， z z 
. 试 证 两 条 直线 相交 ， 如 其 中 有 一 个 角 是 直角 ， 其 余 三 个 


角 必然 也 是 直角 。 


E 骨 (ab ) 120°， 角 (ac ) ISO. 包 念 射线 4 的 直线 


将 平面 分 成 两 个 半 平 面 ， 如 射线 与 c 在 园 一 半 予 面 


内 ， 角 (be ) 等 于 多 少 度 ? 如 射线 及 c 在 不 同 的 半 平 


面 内 ， 人 角 ( bc ) 等 于 多 少 度 ? 
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根据 公理 可 断定 ， 在 已 知 的 半 平 


I 


.3 


了 4 , 


1 


第 一 


两 个 互补 的 角 ， 其 中 一 角 等 于 另 一 外 的 二 倍 ， 求 两 角 的 
度数 ， 


两 个 互补 的 角 ， 其 中 一 角 比 另 一 角 大 30*， 求 两 个 角 的 


度数 。 


线段 48、CD 相 交 于 O 点 ,证 明 人 AOC 与 人 LBOD 为 对 
顶 角 ， 
两 条 直线 相交 ， 其 中 一 个 角 等 于 60"， 求 其 他 三 个 角 的 
度数 ， 


8$ 4. 全 等 三 角形 


等 三 角形 的 第 二 判定 法 ”公理 建立 起 全 等 三 角形 的 
判定 法 。 下 面 的 定理 建立 起 全 等 三 角形 的 第 二 判定 法 ， 
定理 4.1 在 三 角形 ABC 和 A.B,C,， 中， 如 条 AB= 


AlB,, 了 入 一 二 AAA; 二 日 一 B，， 则 人 ABC2 人 ABC1， 
即 AC=AlC,，BC=B,C,， C=/AC，( 如 国 28 ) 。 


C 4 
a 


4 2 4 
图 28 


证 明 ”假如 这 两 个 三 角形 中 ，4C= 4:C:， 则 根据 全 等 


三 角形 的 第 一 判定 法 (公理 了 ) 得 出 两 个 三 角形 全 筹 。 设 
AC 二 A,C,,， 即 或 aC Ca 或 4C 之 41C ,这 里 明确 地 
令 AC>>AC,， 


在 射线 4C 上 面 出 等 于 4,C ,的 线段 4C, ,根据 定 理 1.5， 
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点 C; 位 于 4 与 C 之 间 。 按 定理 条 件 48B=4A,B,， 人 4= 
4; ,并 且 作 图 得 4C:= 41C, ,因此 由 全 等 三 角形 第 一 判定 
法 得 出 人 入 A,BC, 衬 人 和 八 ABC,，/AA,B8.C, 二 4A4BC,， 册 根 
据 定理 的 条 件 A,B,C ,二 /ABC, 放 A4ABC,= 人 ABC.， 

射线 BC ,从 射线 B4 与 射线 BC 之 间 穿 过 ， 这 是 因为 射线 
BC, 与 线段 4C 相 交 ， 人 人 ABC ,之 人 48C， 这 和 上 面 所 得 的 
人 A4BC, 二 人 ABC 蔬 盾 。 定理 得 证 . 

等 腰 三 角形 ”两边 相 等 的 三 角形 称 为 等 腊 三 角形 。 相 等 
的 两 边 称 为 是 ， 而 第 三 边 称 为 三 角形 的 底 边 〈 如 图 29 ) ，。 

定理 4.2 等 膜 三 角形 的 两 底 角 相等 . 即 人 ABC 中 ， 如 
AC=BC, 则 AAA 一 一 B， 

证 明 因 C4=CB,CB=C4,AC= 


“上 C， 所 以 根据 全 等 三 角形 的 第 一 判定 
法 ， 人 和 作 CAB 器 入 CBA。 由 于 这 两 个 三 角 
形 全 等 ， 即 得 了 4= 人 B.。 定理 得 证 ， 
定理 4 3 在 人 ABC 中， 如 果 /A= 
A 6 ”~B， 则 三 角形 为 等 原 三 角形 ， 即 AC== 
图 29 BC. 


证 明 因 AB=BA4, B=/4,， 
人 4 二 人 B ,所 以 ,根据 全 等 三 角形 的 第 二 判定 法 , 人 4BC 舌 
和 人 AB4C， 由 于 这 两 个 三 角形 全 等 ， 即 得 4C=BC. 定理 得 
iF, : 
定理 4.3 是 定理 4.2 的 道 定 理 。 定 理 4.2 的 结论 是 定理 4.3 
”的 条 件 ， 而 定理 4.2 的 条 件 是 定理 4.3 的 结论 。 不 一 定 每 个 
定理 都 有 送 定 理 ， 所 谓 没 有 着 定 理 ， 就 是 说 ， 已 知 定理 是 正 
确 的 ， 而 其 逆 定 理 是 不 正确 的 。 

现 以 定理 2.3 为 例 ， 说 明 这 种 情况 。 按 逆 定 理 的 定义 ， 


有 OO 。， 


局 


定理 2,3 的 逆 定 理应 为 :如 果 包 含 射线 c 的 直线 过 角 ( ab ) 的 
顶点 ， 并 分 隔 角 的 两 条 边 ， 则 射线 c 从 角 (ab ) 的 两 边 之 间 
穿 过 。 这 个 结论 是 不 正确 的 ， 请 看 图 30。 包 含 射线 c 的 直线 

a 分 耻 角 (ab ) 的 两 条 边 ， 然 
而 ， 射 线 c 并 未 从 角 (ab) 
的 两 条 边 之 间 通 过 ， 内 为 射 
线 c 不 与 两 端 在 角 (ab ) 的 
两 条 边 上 的 任意 线段 相交 ， 
仅 射线 c 的 反 向 射线 从 角 
( ab ) 的 两 条 边 之 问 通 过 。 

三 角形 的 中 线 ， 角 平分 


图 30 : 
线 及 顶 垂 线 (高 ) 
设 司 为 三 角形 ABC 的 把 边 48 上 的 一 点 《 如 图 31)》， 假 
如 DD 点 是 线段 4B 的 中 点 ; 弛 4D= [ 


BD， 则 线段 CD 就 是 A4BC 中 底 

边 4B 上 的 中 线 。 假 如 射线 CD 从 三 

角形 C4 与 CB 两 边 中 间 通 过 ， 并 且 

CD 平分 角 C, 印 人 ACD= /BCD， A 5 

则 线段 CD 是 A4BC 中 角 C 的 平分 四 

线 。 假如 CD 线段 与 底 边 4B 阜 直 相 1 

交 ， 则 线段 CD 是 A4BC 中 底 边 4B 上 的 高 或 顶 委 线 . 
定理 4.4 ”等 砌 三 角形 底 边 上 的 中 线 是 顶 角 平分 线 和 底 

边 上 的 高 
证 明 设 入 4BC 为 已 知 的 等 腰 三 角形 ，AB 为 其 二 角形 

的 底 边 ( 如 图 32 ) ， 设 CD 是 八 48C 的 底 边 48 上 的 中 线 ， 

因为 人 4BC 是 等 腰 三 角形 ， 即 4C = BC， 根 据 定理 4.2 得 

出 ，/C4D= LCBD， 因 为 DD 点 是 底 边 上 的 中 点 ， 所 以 


* 23 ， 


AD= BD， 又 根据 全 等 三 角形 第 一 判定 法 ,得 出 Ac4D2 
人 CBEBD, 即 /4CD=BCD, 了 4DC 


¢ 一 /BDC， 因 为 AACD= 人 BCD， 
\ 所 以 ,CD 是 人 4BC 让 C 角 的 平分 线 ， 
因为 “4DC 与 BDC 相等, 且 互 为 
\ 补 角 , 所 以 ， CD 是 信人 4BC 中 底 边 4B 
WW 上 的 高 。 定 理 竺 证 。 
8 全 等 三 角形 的 第 三 判定 法 
下 而 的 定理 建立 起 全 等 三 角形 
的 第 三 判定 法 ， 


定理 4.5 三 角形 ABC 与 ABC, 中 ,如 4AB 一 A,Bi,， 
AC=AC,, BC=B,C,， 网 和 人 ABC2 人 AIBIC， 怀 一 人 一 
AR 

证 明 (如 图 33 ) 假如 ~ 人 4= 二 4 或 了 人 了 = 人 8 ， 根 据 
全 等 三 角形 的 第 一 判定 法 ， 可 得 出 和信 4BC 给 人 人 A181C1。 现 
在 我 们 假设 给 定 三 角形 中 ， 人 人 4 起 人 人 4,， 人 《人 B 寺 人 B,。 以 
.AB 边 为 一 边 ， 点 4 为 项 点， 在 顶点 C 所 在 的 半 平 面 内 作出 
与 人 4, 相等 的 角 ， 并 在 该 角 的 另 一 边 上 划 出 与 线段 4,C1 相 
等 的 线段 4C，。 


图 33 


依 定理 的 条 件 4B=4,3B,， 依 作 图 4;C=4C， 及 
。 24 。 


AB;4ICI 一 和 B4C:， 故 柜 据 全 等 三 角形 的 第 一 判 是 法 得 
知 八 4,B.C, 守 和 八 4BC,,， 于 是 BUC, 二 B.C， 

因为 4C=A,C,, 而 4.C1=AC,， 小 AC 二 AC,; 又 因 
为 BC 一 B,C,， 而 8B1C1= 二 BC,， 殉 BC=B8C,; 由 此 可 得 出 
人 和信 CC ,A 与信 CC ,8B 都 是 以 CC ;为 底 边 的 等 腰 汪 角形 ， 设 谋 
边 的 中 点 为 也 ， 图 线段 CC, 不 与 去 线 48B 祖 交 ， 记 以 D 扩 不 
在 直线 4B 上 +-， 由 此 可 得 出 4D 与 BD 是 两 科 不 同 的 坦 线 。 

祖 据 定 吏 4.4 判定 ，AD 和 BD 部 应 与 直线 CC, 慌 刀 相 
交 ， 人 然而， 根据 定理 3,3， 我 们 可 知 ， 过 点 DD 只 能 作出 一 条 
重 直 于 直线 CC ,的 直线 。 所 得 出 的 结论 与 我 们 的 假定 是 矛盾 
各 。 定 理 得 证 。 


复习 题 及 练习 题 


， 什 么 样 线段 称 为 相等 的 线段 ? 

,什么 样 角 称 为 相等 的 角 ? 

， 和 何冲 图 形 称 为 三 角形 ? 

. A4HC 与 APOR 全 等 ， 这 表示 什么 意思 ? 

.说 出 全 等 三 角形 的 第 一 判定 法 ， 

. 说 出 并 证 明 全 等 三 角形 的 第 二 判定 法 。 

.什么 样 的 三 角形 称 为 等 奈 三 角形 9 等 用 三 角形 中 哪 两 个 
边 称 为 腰 ? 哪 条 边 称 为 诡 边 ? 

8， 试 证 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 ， 

9. 试 证 有 两 个 角 相 等 的 三 角形 是 等 琶 三 角形 。 

10. 举例 说 明 什 人 么 是 逆 定 理 ? 每 一 个 定理 都 有 其 道 定 理 吗 ? 

11， 证 明 等 边 三 角形 各 角 都 相等 ， 

12. 证 明 各 角 都 相等 的 三 角形 是 一 个 等 边 三 角形 。 


i | 二 


。25 。 
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18. 


1 


2 


21. 


， 说 明 什么 是 三 角形 的 中 线 、 角 平分 线 及 顶 重 线 。 
.证 明 等 腰 三 角形 底 边 上 的 中 线 就 是 底 边 上 的 高 和 顶点 的 


外 平分 线 ， 


. 证明 全 等 三 角形 的 第 三 判定 法 ， 
. 证明, 若 从 角 (28 ) 的 顶点 引出 射线 c ， 且 这 射线 c 从 


外 ( ab ) 的 两 边 之 间 通 过 则 角 (ac) 必 然 小 于 角 
(C20 

举例 说 明 在 人 人 48BC = 人 A.BC 由， 二 AB= A, DB， : 
BC 二 B,C,，/4= /4,, 则 人 和 八 ABC 可 能 与 人 4,B,C， 
不 是 全 等 二 角形 ， z 
证 明 等 历 三 角形 顶 角 的 角 平 分 线 ， 就 是 底 边 上 的 中 线 和 和 
[I 

证 盟 等 历 三 角形 中 两 腰 上 的 中 线 相 等 ; 两 底 角 的 角 平 分 
线 也 相等 。 

证 明 等 感 三 角形 三 边 中 点 是 另 一 个 等 历 二 角形 的 三 顶 
1 

证 明 同 一 个 三 角形 ， 假 旭 人 4BCS 和 人 BC4， 则 该 三 角 
形 为 等 边 三 角形 ， 


8$ 5. 三 角形 各 角 及 各 边 之 间 的 关系 
三 角形 各 角 之 间 的 关系 。 


定理 5.1 任意 三 角形 其 两 角 之 和 必 小 于 180" 。 
证 明 设 已 知 三 角形 为 4BC( 如 图 34)， r .27 


证 明 角 B4C 与 角 BC4 之 和 小 于 180。。 设 点 

”0 为 4C 边 的 中 点 ,连结 BO， 在 BO 的 延长 

线 上 取 一 点 了 ,使 0D 等 于 0B。 在 人 4OD 8 4 
与 ACOB 中 ，DO4= ACOB( 对 顶 角 )， 图 34 


i I6 。 


AOx= OC( 点 0 为 4C 边 的 中 点 )，OD=0B( 作 图 )， 因 
此 人 4OD 鱼 ACOB。 于 是 LOCB= -04D。 /BAD= 
BAO+ LDAO， 这 是 因为 射线 40 与 线段 BD 桐 交 ， 而 线 
段 BD 的 两 端点 B 和 DD 分 蜀 位 于 角 了 4D 的 两 边 上 。 因 为 
LZOAD= AOCB, 所 以 角 BAD 等 于 三 角形 4BC 中 能 BAC 与 
角 BC 4 之 和 。 角 BAD 不 是 平角 ,因为 点 局 不 在 直线 48B 上 ,出 
此 得 出 角 B4AD 小 于 180° 。 而 三 角形 4BC 的 角 昌 4C 与 角 BC 4 
之 和 等 于 角 BAD, 所 以 这 两 角 之 和 也 小 于 180"。 定 理 得 证 。 
”小 于 直角 ( 即 小 于 90" ) 的 角 称 为 锐角 ， 大 于 90”、 且 小 
于 180" 的 角 称 为 钝 角 。 

屿 定理 5.1 可 推出 任意 三 角形 都 有 两 个 锐角 。 确 实 如 
此 ， 如 果 三 角形 中 只 有 一 个 角 是 锐角 ， 则 另 两 角 之 和 必然 大 
于 180"( 即 不 小 于 180" ) ， 这 与 定理 5.1 是 韦 夺 后 。 

人 A4BC 中 ， 角 4、B、C 的 补 角 称 为 三 角形 的 外 角 , 为 了 
与 外 角 区 分 开 ， 人 角 A4、B 、C 称 为 三 角形 的 内 和 角 。 / 
” 定 瑶 5.2 三 角形 任 一 个 外 角 都 大 于 和 它 不 相 邻 的 内 
角 . | 

证 明 设 已 知 三 角形 为 4BC，, 让 我 们 证 明 4 角 的 外 角 大 
于 内 和 角 B。 根据 定 理 5.1 可 得 出 ， 三 角形 4BC 由 两 内 角 4 与 
吾 之 和 和 小 于 180"， 即 4+3B<180*， 由 此 可 和 得， 一 也 二 
180° 一 人 A, 根据 补 角 的 性 质 可 得 知 180° 一 么 4 正 是 八 4BC 
中 4 角 的 外 角 的 度数 ， 所 以 角 卫 小 于 角 4 的 外 角 , 定理 得 
证 ，。 

三 角形 的 角 与 其 对 边 之 间 的 关系 

定理 5.3 在 三 角形 ABC 中 ,如 AB>BC, 则 人 C 二 人 A, 反 
之 ， 如 C> AA， 则 AB>BC。 简 守之 ， 在 同一 三 角形 内 ， 
大 角 对 大 边 ， 大 边 对 大 角 。 
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证 明 A4BC 中 ， 设 43B>BC 
( 如 图 35 ) 在 射线 B4 上 画 出 等 于 线 
段 8C 的 线段 BC,， 点 Ci 在 点 4 及 8B 
之 间 。 国 为 射线 CC 与 线段 4B 租 . 
交 ， 所 以 射线 CC, 从 CA 与 CB 之 
间 通 过 , 由 此 可 得 出 BCC< 
ZBCA, MZBCCI<ZC. 
图 为 人 BCC1 与 人 BC1C 是 等 腰 三 角形 CBC， 的 两 个 底 
角 ， 所 以 L 人 BCC 一 人 BC,C。 人 角 BC1C 是 三 角形 4C,C 中 内 
角 C 的 外 区 ， 国 此 BCIC>4。 了 有 rr 上 推理 得 出 ， 在 三 角 
形 4BC 中 人 人 C 大 于 人 人 A、 定理 的 第 一 个 结论 得 证 。 
现在 让 我 们 来 证 明 ， 如 人 LC 这 4， 则 AB>>BC。 假设 
这 个 结论 是 不 正确 的 ， 屠 么 ，AB 或 者 等 于 BC， 或 者 4B< 
BC。 当 438 一 号 C 时 ， 三 角形 4BC 必 然 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 
则 三 角形 的 两 个 底 角 必然 相等 ， 即 人 4= 人 LC; 假如 4B< 
BC， 根 据 已 证 明 的 部 分 得 出 ， 上 4>C， 这 将 与 定理 的 
We 恰 相 反 ， 也 就 是 说 ， 如 LC 大 于 LA， 则 48 大 于 
。 定理 得 到 充分 证 明 ，。 | 
三 角形 备 边 之 间 的 关系 
定理 5.4 任意 三 角形 ， 其 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 。 
证 明 已 知 三 角形 4BC (如 图 36 ) ， 让 我 们 证 明 ，4 了 8 
<<4C+C 有 B。 在 射线 4C 上 , 取 一 
点 了 D， 使 4D=4C+CB， 此 时 & 
点 C 必 在 点 4 与 点 吕 之 问 ， 而 
CD=CB3。 在 三 角 了 CD 中 ， 角 
_ DBC 等 于 角 BDC， 这 是 因为 这 4 CE 
两 个 角 是 等 原 三 角形 的 底 角 ， 图 36 
aa 28 。 


图 35 


因为 射线 BC 从 B4 与 BD 两边 之 间 通 过 ， 所 以 角 ABD 大 
于 角 CBD， 即 角 4BD 大 于 角 4DB，, 根据 定理 5.3 可 得 出 
AD>A4B， 串 4C+ BC>>4B。 定理 得 证 ， : 

三 角形 不 笑 或 如 有 果 444 与 BB 是 不 同 的 两 个 点 ， 线段 4B 
的 长 称 为 这 两 点 之 间 的 距离 。 假 如 点 4 与 点 8 相 重 合 ， 则 这 


两 点 之 闻 的 距离 为 等 。 z 
下 面 定理 所 叙述 的 关于 三 点 之 闻 距 离 的 性 质 称 为 三 角形 
不 等 式 。 


定理 5.5 ” 落 A&、B、C 为 储 意 三 点 ， 不 一 定 是 三 个 不 同 的 
点 ， 则 距离 AB 不 应 大 于 两 距离 之 和 AC+CB， 

证 明 我们 可 分 成 四 种 情况 进行 证 明 ; 1) 4、B、C 为 
三 个 不 同 的 点 ， 并 且 它 们 不 在 一 条 直线 上 ; 2) 4、B,、C 为 
三 个 不 同 的 点 ， 但 它们 在 一 条 直线 上 ; 3) 其 中 有 两 个 点 相 
重合 ; 4) 三 个 点 都 重合 在 一 点 。 

在 第 一 种 情况 下 ， 定 理 5.5 的 结论 可 白 定理 5.4 扒 出。 

现在 来 分 析 第 二 种 情况 ，4 ,B 、C 是 在 同一 条 直线 上 的 
三 个 不 同 点 ， 其 中 必 有 一 个 点 位 于 其 它 两 点 之 间 。 候 如 点 
C 位 于 4 与 8B 之 间 ， 根 据 度量 线段 的 性质 ， 可 得 出 ，A4AB8= 
AC +CB. 假 如 点 4 位 于 点 B 与 点 C 之 间 , 则 BA+ AC= BC; 
假如 点 BB 和 位 于 点 4 与 点 C 之 间 ， 则 4B+ 8C=A4AC。 由 .上 述 
4、 了 、C 三 点 位 置 的 三 种 情 襄 ， 我 们 得 知 ， 43 都 不 大 于 
AC+CB, / 

现在 来 看 第 三 种 情况 。4 、B .C 三 点 中 有 两 个 点 相 重 
合 ， 假 如 A4 与 BB 相 重合 ， 则 438= 0 ， 假 如 4 与 C 相 重合 ， 
则 4B=CB; 假如 B 与 C 重 合 ， 则 48=AC， 由 此 可 见 ， 对 
于 两 点 重合 的 任何 情况 ，4B 都 不 大 于 4C+ CB。 

第 四 种 情况 ， 即 4、B、C 三 点 者 重合 在 一 态 ，4B、 
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AC、BC 都 等 于 和 寺 ， 因 此 ,4B 不 大 于 4C+CB。 定理 得 证 . 
由 定理 5,5 可 推 知 ; 设 A,C.,C,,C,,*…*， Cs,s 如 是 nn 十 2 
个 任意 点 , 则 AB 不 应 大 于 AC1 C1C,+CCs+…+C,B， 
超 实 上 ， 根 据 定理 5.5 可 得 出 ，AB 不 大 于 A4C ,十 C18。 依 据 
同一 定理 可 得 出 。C,B 不 大 于 C,C, 十 C,8。 因 此 ，AB 不 大 
于 4C:+C:C:+C:B. 同 理 可 见 ，C;B 不 大 于 CC 十 C:3。 
因此 ，AB 不 大 于 AC, -+C,C, 十 C,C, 十 C,B， 继续 推 理 ， 
即 可 得 出 ， 43 不 大 于 4C;+CiC:TC;C:+… 十 C,B， 
由 点 4 ，4:，，4:，… 4。 按 师 序 双双 两 点 连结 的 线段 
A,4,，A,4,,…，4,-;4,， 这 样 所 组 成 : 
的 图 形 称 为 折线 . di,A,，, A, 9 ”多 A, 
为 折线 的 顶点， 而 线段 4,4;，4;4:， 
… 则 为 折线 中 的 部 分 钱 段 。 各 部 分 线段 
的 总 和 则 为 折线 的 长 度 ， 图 37 中 所 绘制 的 
就 是 以 4,，4;，…，4, 为 顶点 的 折线 。 
折线 的 长 度 不 小 于 该 折线 两 端点 连 成 
的 线段 的 长 度 。 
设 4,4,4，…4, 是 已 知 的 一 条 折线 ， 根 据 已 证 明 的 定 
理 可 判定 : 线段 4, 4, 的 长 度 不 大 于 庄 线段 4A, 4,，4,4,， 
0 4,-; 4, 的 长 度 之 和 ， 邮 折 线 之 长 。 


复习 题 及 练习 题 


1. 如 何 称呼 三 角形 4BC 的 角 ? 
2. 定理 5.1 的 证 明 图 34 中 的 三 个 问题 : 
1) 试 证 角 COB 与 角 40D 为 对 顶 角 ， 
2) 试 证 角 BAD 等 于 角 CAB 与 角 CAD 之 和 ， 
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3) 试 证 角 BAD 小 于 180°”， 


.和 全 么 样 的 角 称 为 锐角 ? 什么 样 的 角 称 为 钝 角 ? 

.证明 任 意 三 角形 都 有 两 个 锐角 ， 

， 在 三 角形 4BC 中 角 妈 的 外 角 是 什么 角 ? 

. 证 明 三 角形 外 角 大 于 和 它 不 相等 的 任意 一 个 内 角 。 
， 定 理 5.3 的 证 明 图 35 中 的 三 个 问题 ， 


1) 为 什么 说 点 C1, 位 于 点 4 与 B 之 间 ? 
2) 为 什么 说 三 角形 4CC ,中 角 AC1C 的 外 角 是 角 BC ,C3 
3) 为 什么 说 角 BCC ,小 于 角 BCA? 


,证明 任意 三 角形 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 ， 

，A、B 两 点 之 间 的 距离 是 什么 ? 

, 三 角形 不 等 式 的 内 容 是 什么 ? 试 证 三 角形 不 等 式 。 
EO RE 交 折 


i 

. 证 明 任 意 三 角形 必 有 两 个 外 角 是 钝 角 。 

. 证 明 垂 直 于 第 三 条 直线 的 两 条 直线 不 可 能 相交 。 
. 在 八 4BC 的 4B 边 上 取 一 点 也。 证 明 线 段 CD 至 少 小 于 


AC 和 BC 中 的 一 个 边 ， 


. 证 明 两 端点 在 三 角形 两 边 上 的 线段 ， 必 不 大 于 该 三 骨 形 


由 最 大 的 边 。 


. 假如 4B8=7cm、BC=10cm、AC=18cm， 是 否 能 构成 


三 角形 4BC? 并 说 明 答 案 的 理由 。 


. 假如 4B= BC+4C， 证 明 4.B、C 三 点 位 于 同一 条 直线 
"2 
.请 看 图 34， 其 中 BO 为 三 角形 4BC 中 4C 边 上 的 中 线 ， 


证 项 中 线 BO 小 于 地 (B+ BC)., 


。 31 as 


20， 假 如 折线 的 各 个 顶点 不 在 同一 条 直线 上 上， 证明 折 线 的 长 
度 应 大 于 折线 两 端 连 成 的 线段 。 
21， 证 明 革 闭 折 线 中 任意 两 顶点 之 间 的 距离 都 小 于 该 折线 长 


度 的 地 


$6， 直角 三 角形 

直角 三 角 消 的 角 和 边 ” 有 一 个 角 是 直角 的 三 角形 称 为 直 
角 三 角形 。 任 帝 三 角形 都 必须 有 两 个 锐角 ， 所 以 直角 三 角形 
只 能 有 一 个 角 是 直角 。 直 角 三 角形 另外 两 个 角 都 是 锐角 。 

吉 角 三 角形 申 的 三 条 边 吉 有 专 称 。 直 角 所 对 的 边 称 为 锋 
边 ， 另 外 两 条 边 称 为 二 角 边 ， 直 角 边 所 对 的 角 都 是 锐角 。， 

在 任意 三 角形 内 ， 大 角 对 大 边 ( 定 理 5.3 ) ， 因 此 ， 和 起 
角 三 角形 中 斜 边 必 大 于 任意 直角 边 。 又 因 任意 三 角形 中 两 边 
之 和 必 大 于 第 三 条 边 ， 所 以 半角 三 角形 中 两 条 直角 边 之 和 必 
大 于 和 斜 边 . 

全 等 的 直角 三 角 彩 ” 除 我 们 所 熟悉 的 全 等 三 角形 判定 法 
之 外 ， 还 可 利用 直角 三 角形 全 等 判定 法 证 明 全 等 的 直角 三 角 
形 。 直 角 三 角形 全 等 判定 法 如 下 :，， 

定理 5.1 证 直 角 三 角形 ABC 和 A,B,C, 中 ,A/C 和 人 C1 为 
直角 ， 姐 果 轴 有 下 列 一 经 条 件 , 则 人 ABC 全 等 于 人 A1B,C; 


1) BC=B,C,, /A=/A,， 
2) AB=A,B,, BGC=B,C,; 
3) AB=A.,B,, 二 和 一 了 Al 


证 明 〈 如 图 38 ) ”首先 让 我 们 分 析 条 件 1 ) 或 条 件 2 ) 成 
立时 的 情况 。 在 这 些 条 件 下 ， 假 如 4C= 4;C,， 且 条 件 1 ) 
成 立 ， 则 根据 全 等 三 角形 第 一 判定 法 可 断定 A4BCSe 
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A4,BiCii 当 条 件 2 ) 成 立时 ， 则 可 根据 全 等 三 角形 第 三 
判定 法 得 出 人 4BC 皆 人 4A,B1C,， 


0 


图 38 


假设 4C 考 4.C1， 例 如 ，A1C1 达 4C ,在 C4 边 上 截取 线 
段 C4,，， 使 C4,=CiA,( 如 图 38 左 图 ) ,4, 点 位 于 A 和 C 
之 闻 ，L 人 Cs 和 人 C 均 为 直角 ，BC==B,C， (条件 给 出 ) ， 
A,C,= 二 A,C( 作 图 ) 按 全 等 三 角形 第 一 判定 法 可 得 出 ; 
NABICiEAABC; MH BAC=7Z BA Cs BA 
B 4 ， 

当 条 件 1 ) 成 立时 ,人 B4:C 和 一 B,4,C, 不 可 能 相等 。 
实际 上 了 B,4,C= BA4C ,如 果 人 BA,C= /AB,A,C,， 则 
俯 4B4; 中 的 外 角 人 BA4,C 便 等 于 它 的 不 相 邻 的 内 角 人 人 BAC.， 
这 便 与 三 角形 外 角 的 定理 相 了 矛盾 。 

当 条 件 2 ) 成 立时 ，BA, 不 可 能 与 B,4, 相 等， 实际 上 
BA.,=84. 假如 B,4,=B B4, 则 A4B4, 必然 是 一 个 等 是 
三 角形 。 等 腰 三 角形 4B4, 底 和 角 了 人 B4,4 是 一 个 钝 和 角 ， 这 是 
因为 它 与 直角 三 角形 BC4, 中 一 锐角 互 为 补 角 。 由 此 可 得 
出 ， 人 BA4， she en en en 

因此 ， 当 条 件 1 ) 或 2 ) 其 中 有 一 组 条 件 成 立时 ,4C 与 
A,C, 必 伏 相 等 Wh gp pry Se 

当 条件 3 ) 成 立时 ,4B=41B,, 人 4 二 到 44, 假设 4C= 
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A.,C,， 则 根据 全 等 三 角形 第 一 判 定 法 ， 可 得 出 : A4BC 绎 
人 4, BC，。 

假设 4C 关 4 C: 例如 ,4C>4:C1 在 直角 边 4C 上 截取 
AC ,= 4A4C( 请 看 图 38 一 右 图 ) ， 根 据 全 等 三 角 形 第 一 判定 
法 ,可 得 出 ， 俯 ABC, 八 A1B.C,,. 由 此 ,AC,B= /Ci， 
人 4C;B 为 一 直角 ， 则 人 CC,B 也 是 一 个 直角 ， 这 是 因为 
了 AC,B 与 CC,B 互 为 补 角 ， 这 样 在 人 CBC, 中 便 出 现 两 
个 直角 ， 这 显然 是 不 可 能 

当 条 件 3 ) 成 立时 ， 4C 基 然 等 子 4 Ci:。 因 此 ， 由 上 述 
所 证 ， 可 得 出 : 和信 48C 丝 八 4,8,C ,定理 得 证 ，。 

垂 线 和 斜 线 ” 设 4 为 一 条 直线 ，B 为 直线 a 外 的 任意 
点 。 当 直线 ea 与 线段 48 相 
垂直 时 ， 则 线段 AB 称 为 从 
点 B 引 向 直线 az 的 垂 线 (如 
图 39 ) ， 点 4 称 为 息 足 。 

定理 6.2 从 已 知 直线 
外 一 点 向 这 条 直线 可 引出 一 
条 垂 线 ， 而 且 只 能 引出 一 条 
垂 线 。 

证 明 区 已 知 直 线 为 C， 
B 为 直线 a 外 的 一 点 (如 图 
40 ) ， 丰 直线 a 上， 任意 取 
两 点 C、D。 假如 线段 BC 
垂直 于 直线 C， 则 线段 BC 
就 是 从 点 8 向 直线 a 引出 的 
与 线 ， 图 40 
34 。 


没 BC 不 是 从 点 8 向 直线 4 引出 的 垂 线 。 直 线 a 将 平面 
分 隔 成 两 个 半 平 而 ， 点 了 3 在 其 中 一 个 半 平 面 内 。 在 另 一 半 平 
面具 ， 以 射线 CD 为 一 边 ， 并 以 C 为 顶点 作 一 角 ， 使 其 等 于 
角 呈 CD， 在 该 角 的 边 上 截取 等 于 线段 C 玫 的 线段 CB，。 
点 BB、B, 位 于 直线 a 所 分 隔 的 不 同 半 平 面 内 ， 央 而 线 
段 BB ,与 直线 e 必 相 交 于 某 一 点 4 .在 人 AC4B 与 AC4B, 中 ， 
4C 为 公共 边 , BC4= 人 B,CA,-CB=CB, ,根据 全 等 三 角 
形 第 一 知 定 法 可 得 出 ,人 BC42 人 BC4. 由 此 得 出 ,在 这 两 
个 三 角形 中 LB4C= ~B,4C， 又 了 B4C 与 了 人 B,4C 互 补 ， 
所 以 这 两 个 角 都 是 直角 。 因 此， 直线 BA 垂直 于 直线 ea， 即 
线段 48B 是 从 B 点 向 直线 a 引出 的 笑 线 。 
现在 假设 ， 从 点 也 向 直线 4 可 以 引出 两 条 重 线 ， 即 B84 
和 BA,; 则 在 三 角形 BA4, 内 ， 将 有 两 直角 , 即 人 4 和 4,， 
然而 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 从 点 B 向 直线 4 可 引出 一 条 生 
线 ， 而 且 只 能 引出 一 条 垂 线 。 定 理 得 证 ， 
设 B4 为 从 如 点 向 直线 a 引 击 的 竹 线 ，C 为 直线 a 上任 
意 点 ， 且 点 C 与 点 4 是 不 同 的 两 点 。 线 段 BC 称 为 从 B 点 向 
直线 a 引出 的 斜 线 ( 如 图 41 ) ， 点 C 为 斜 线 的 底 点 ， 线 段 
4C 称 为 斜 线 的 投影 。 从 汉 角 4 
为 直角 的 直角 三 角形 B4C 中 ，, 可 
角形 中 斜 边 称 为 忠 ， 长 的 直角 边 
称 为 股 ， 而 短 的 直角 边 则 称 为 
勾 . 
从 B 点 向 直线 a 所 引出 的 秋 
到 4 线 之 长 ， 即 是 从 B 点 到 直线 4 的 
距离 。 由 于 重 线 比 自 同 一 点 所 引 的 斜 线 为 短 ， 所 以 由 B 点 
po 35 。 


只 


到 直线 a 的 距离 不 大 于 从 B 点 向 直线 a 上 任意 点 所 引出 的 线 
段 的 长 度 . 
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复习 题 及 练习 题 


， 什么 样 的 三 角形 称 为 直角 三 角形 

.证明 直角 三 角形 只 能 有 一 个 直角 。 

， 直角 三 角形 内 , 哪 一 条 边 称 为 斜 边 ?哪些 边 称 为 直角 边 ? 
,证明 直角 三 角形 斜 边 大 于 任何 一 条 直角 边 。 

.证 明 直 角 三 角形 两 条 直角 边 之 和 大 于 斜 边 ， 


出 全 等 三 角形 的 第 一 、 第 二 、 第 三 判定 法 ， 


。 说 出 并 证 明 全 等 直角 三 角形 的 注定 法 ，。 
, 说 明 什 么 是 短线。 
证 明 从 已 知 直线 外 的 一 个 已 知 点 可 向 这 条 直线 引出 一 条 


性 线 ， 且 只 能 引出 一 条 ， 


.说 明 什么 是 斜 线 ， 什 么 是 斜 线 的 投影 。 
， 从 同一 点 向 已 知 直线 引出 重 线 和 斜 线 ， 证 明 重 线 最 得 ， 
.什么 是 从 了 点 到 直线 a 的 距离 ? 证 明 它 不 大 于 从 也 点 到 


直线 a 上 其 它 任 意 点 的 线段 长 度 ， 


证明， 从 同一 点 向 已 知 直线 引出 的 相等 的 斜 线 ， 其 投影 


相等 . 反之， 假如 斜 线 的 投影 相等 ， 则 斜 线 也 相等 。 
证 明 等 夺 兰 角形 底 边 上 的 高 既是 其 中 线 ， 又 是 顶 角 的 角 
平分 线 

过 三 角形 4BC 的 顶点 4 引出 一 条 与 BC 边 相 交 的 直线 ， 
使 顶点 了 和 C 到 这 条 直线 的 距离 相等 ， 试 向 这 条 直线 如 
何 引 出 ?2 

二 角形 两 条 角 平 分 线 相交 于 一 点 ， 试 证 这 个 交点 到 三 角 
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形 沽 边 的 距离 相等 ， 

17. 证 明 三 角形 三 条 和 角 平 分 线 相交 于 一 点 ， 

18， 从 B 点 向 直线 a 引出 一 条 和 斜 线 BC， 试 证 从 了 点 向 直线 
a 还 可 引出 一 条 与 BC 等 长 的 射线 38D、 

19。 证 上 明 : 从 一 已 知 点 问 已 知 的 直线 不 可 能 引出 三 条 相等 的 
20. 从 了 点 回 直 线 c 引 重 线 了 BA, 并 引 两 条 斜 线 BC、BDD ,如 
人 条 所 司 位 于 上 感 有 4 与 点 CC 之 间 ， 则 人 BPC 是 一 鲁 角 ， 
2T. 证 办， 从 同一 点 回 已 知 直 线 所 引出 的 两 条 和 斜 线 ， 投 影 较 
长 的 斜 线 大 于 投影 绞 短 的 斜 线 ， 反 过 来 说 ， 较 长 斜 级 的 

投影 大 于 较 短 斜 线 的 投影 。 


8$7. 几何 作 图 


作 图 题 ” 作 图 是 就 是 使 用 给 定 的 出 图 仪 器 绘 制 几何 图 
形 。 直 尺 和 圆规 是 最 常用 的 制图 仪器 。 解 作 图 濑 不 仅 要 作出 
图 形 ， 而 且 要 说 明 如 何 作法 ， 并 给 以 相应 的 证 明 。 

下 尺 是 作 几 何 图 形 的 工具 ,使 用 直 尺 可 以 作 任 意 直 
线 ， 即 : 可 以 作 过 一 个 已 知 点 的 任意 直线 ， 也 可 以 作 过 两 个 
已 知 扩 的 直线 ， 除 此 之 外 ， 不 能 用 直 尺 完成 任何 其 它 作 图 任 
务 ， 尤其 是 不 能 用 带 刻 度 的 直 尺 截取 线段 。 : 

圆 闹 也 是 作 几 何 图 的 工具 ， 使 用 圆规 以 已 知 点 为 圆心 ， 
以 给 定 的 长 度 为 半径 ， 作 一 个 圆 ; 也 可 以 在 已 知 直线 上 从 已 
知 扣 截取 给 定 的 线段 ， z 

现在 让 我 们 来 研究 最 简单 的 作 图 题 。 

己 知 三 边 求 作 三 角形 / 

例题 7.1 已 知 三 边 a 、b 、c 〈 如 图 42 一 左 7 求 作 一 
三 角形。 
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解 : 用 下 尺 画 出 任意 一 条 直线 ， 并 在 其 上 标 出 点 B 
( 如 图 42 一 右 ) ， 用 贺 规 量 出 线段 a 的 上 长度， 以 8B 点 为 罗 
心 ， 以 4 之 长 度 为 半径 画 一 圆 狐 ， 该 贺 弧 与 直线 的 交点 为 
C,CB= us 青 用 圆规 量 出 线段 c 的 长 度 , 以 8 点 为 贺 心 ,2 
c 之 长 度 为 半径 画 一 圆 弧 , 然 后 用 癌 规 量 出 线段 5 的 长 度 ,再 
以 点 忆 为 圆心 画 一 贺 弧 ， 这 两 个 圆 弧 的 交点 为 4， 连 结 C4 
和 4B， 得 出 八 4BC 就 是 所 要 作 的 三 角形 。 由 作 图 得 知 : 
CB=4a, CA=b, AB= ec。 


例题 7.1 不 一 定 总 有 解 。 根 据 定理 5.4， 线 段 4、b、c 
必须 满足 下 面 的 条 件 : a + b>c,b+c>a,c+a3b, 
否则 作 不 出 三 角形 。 

”“” 作 一 个 角 使 它 等 于 一 个 已 知 角 

例题 7.2 在 给 定 的 半 平 面 内 ， 从 已 知 的 射 线 .上 作 一 个 
角 使 它 等 于 一 个 已 知 角 ， 

和 解 : 以 已 知 角 的 顶点 4 为 圆心 ， 画 任意 一 个 圆 弧 《 如 图 
43 一 左 ) ， 设 圆 弧 与 角 的 两 边 交 点 为 B 和 C 。 以 给 定 的 射线 
端点 0 为 圆心 ， 以 48B 为 半径 画 一 贺 弧 ， 癌 弧 与 所 给 射线 的 
交点 为 BI( 如 图 43 一 右 ) ; 再 以 Bj 为 圆心 ， 以 BC 为 半径 作 
一 圆 弧 ， 在 给 定 的 半 平 面 内 两 圆 弧 相交 于 C，,, 连结 OC , 即 
得 出 所 作 角 的 另 一 边 ,只 要 指出 在 A4BC 与 AOB,C: 中 对 应 
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边 相等 ， 则 A4BC2AOB:C,，4 与 LO 是 全 等 三 角形 
的 对 应 角 ， 所 以 人 4= 人 0， 


作 角 的 平分 线 

例题 7 .3 作 一 个 已 知 角 的 平分 线 . 

解 ， 以 已 知 角 的 顶点 4 为 圆心 ， 以 任意 长 度 为 半径 ， 画 
一 图 (如 网 44) ， 圆 弧 与 已 知 : 
角 两 边 的 交点 为 B 和 C ， 再 以 点 
B 和 点 C 为 圆心 ， 以 相等 的 半径 有 
作 两 个 立 弧 ， 两 园 弧 的 交点 为 
D ,连结 4D， 庙 线 AD 将 角 A 平 网 44 

分 为 两 个 相等 的 角 。 理 出 是 : 
三 角形 ABD 与 三 角形 A4CD 全 等 ,而 人 B83AD 与 人 C4D 是 全 等 
三 角形 的 对 应 和 角 ， 所 以 人 8B4DP= 人 CAD. 
平分 线段 

题 例 7.4 平分 一 条 已 知 的 线段 . 

解 ， 设 458 为 一 条 已 知 的 线段 (如 图 45)， 
以 点 4 和 点 B 为 圆心 , 以 48 为 闪 径 分 别 画 加 
弧 ， 得 到 两 个 交点 为 C 和 Ci,， 这 两 个 交点 在 
直线 4B 所 分 隔 的 两 个 不 同 的 半 平 面 内 。 线 
段 CC :与 直线 48B 必 相 交 于 OO 点 ， 这 点 口 就 45 


是 48 线 刁 的 中 点 。 : 

显然 ， 根 据 全 等 三 角形 第 三 判定 法 ， 可 断定 AC4C1 振 
ACPCi 由 此 可 得 4CO= 人 BCO。 根据 全 等 三 角形 第 
一 判定 法 ， 又 可 得 出 A4COS 宕 ABCO，40 与 BO 是 全 等 三 
骨 形 的 对 应 边 ， 因 而 相等 。 由 此 即 可 得 出 ，O 是 线段 48B 的 
村 扩 。 

作 亚 线 

例题 7.5 从 已 知 一 点 6， 问 给 定 直 线 a 作 一 焉 线 ， 

解 ， 可 能 有 了 两 种 情况 : 

1 ) 点 Q 在 直线 4 上; 

2 ) 点 0 不 在 直线 C 上。 

自 和 完 看 第 一 种 情形 ( 如 图 46 一 左 ) ， 


图 46 


以 0 为 圆心 ， 以 任意 长 度 为 半径 画 贺 弧 。 这 加 弧 与 宜 线 
4 区 于 两 点 4 和 了 ， 再 以 4、8 两 点 为 圆心， 以 4B 线段 长 
为 半 任 分 别 画 强 ， 得 交点 C， 连 结 O、C 两 点 的 直线 ， 斌 是 
所 要 作 的 重 线 。 直 线 OC 与 48B 垂直 可 由 CO4= COB 
推出 ， 此 两 角 相 等 可 由 俯 4CO 绽 入 BC0 得 知 ， 而 这 两 三 各 
形 全 等 可 根据 全 等 三 角形 第 三 涧 定 法 断定 ，。 
ee A0 。 


现在 来 分 析 第 二 种 情形 (如 图 46 一 右 ) 。 以 0 点 为 圆 
心 ， 以 适当 长 度 为 半径 夯 一 圆 弧 ， 这 避 缴 与 直线 a 交 于 两 反 
4 与 妃 ， 再 以 4 点 和 了 点 为 圆心 ， 以 相同 长 度 为 半径 分 别 画 
一 国 强 ， 得 交点 OO 和 0 1， 连结 0 与 O01 两 点 的 直线 就 是 所 求 
作 的 蛋 线 。 请 读者 自己 证 明 这 种 作 图 法 是 否 正 确 。 

太 的 雪 迹 ”轨迹 方法 是 解 作 图 症 的 一 种 方法 。 上 有 具有 茶 种 
条 件 的 所 有 点 组 成 的 图 形 ， 称 为 具有 这 种 条 件 的 点 的 轨迹 。 
例如 ， 圆 的 定义 ， 贺 是 到 一 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨 
述 ， 这 个 定点 称 为 圆心 ， 而 车 周 上 的 点 与 圆心 之 间 的 距离 称 
为 加 的 誉 径 ， 

下 面 的 定理 给 出 一 个 重要 的 点 的 轨迹 ， 
: 定理 7.6 到 A、B 两 点 等 距离 的 点 的 轨 这 是 一 条 直线 ， 
这 条 直线 垂直 于 线段 AB， 并 经 过 AB 的 书 点 0 (图 47 ) 。 称 
这 条 直线 为 AB 的 生 直 平分 线 . : 

证 明 先 证 线段 48 的 和 王 直 平 分 线 上 的 任意 点 C 必 号 
及 BB 两 点 等 距离 ， 即 4C= BC。 在 人 4DC 与 人 BOC 中 ， 
为 公共 边 , ACO4- C0B=90”,40=08B (0 点 是 Wt 
的 中 点 ) ， 所 以 人 4OC2ABOC， 
AC= BC, 然后 证 明 男 一 半 平 面 内 到 
有 妇 、B 两 点 等 距离 的 点 D， 必 位 于 线 
段 48 的 一直 平分 线 OC 上 ， 

假设 D 扣 不 在 二 线 OC 上 ， 对 直 
线 CC 侧 言 ，4、 瑟 两 点 在 不 同 的 两 
个 闪 平 面 内 ,为 了 更 精确 地 论证 ， 可 假设 DD 点 位 于 8 点 所 在 
的 半 平 面 内 ( 如 图 47 所 示 ) ， 线 段 4D 与 直线 OC 交 于 某 一 点 
万 ， 由 此 得 出 ，4 瑟 = BB。 假设 ，A4D= BD， 由 上 述 两 个 等 
式 可 推导 出 ,在 人 BTDE 中 ,DB= BE 十 ED。 然而 ,这 不 可 能 
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成 立 ， 因 为 三 角形 的 任意 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 ， 

“轨迹 方法 “下面 氨 述 用 轨迹 方法 解 作 图 题 。 我 们 在 解 作 
图 题 时 ,必须 作出 满足 两 个 条 件 【 即 满足 条 件 1 ) 和 条 件 2 )) 
的 某 一 点 和 满足 条 件 1 ) 的 点 的 轨迹 为 图 形 ,， 而 满足 条 
件 2 ) 的 点 的 轨迹 为 图 形 下 ,, 求 作 的 基 点 既 位 于 图 形 ,上 ， 
又 位 于 图 形 ,上 ， 这 就 是 说 点 义 是 ,与 F, 的 交点 ， 

′ 例题 7.7 求 作 已 知 三 角形 ABC 的 外 接 园 。 

解 : 〈 如 图 48 ) 三 角形 外 接 阅 的 圆心 O 应 与 三 角形 三 个 
顶点 等 距 。 这 就 是 说 ， 圆 心 O 必 满 足 
如 下 两 个 条 件 ; 1 ) 圆心 与 三 角形 顶 
点 4、C 等 距 ; 2 ) 圆心 与 三 角形 项 
点 B，、C 等 距 。 满足 条 件 1 ) 的 点 的 
轨迹 是 过 4C 边 的 中 点 九 的 垂 线 ( 即 
4C 边 上 的 中 重 线 ) 。 满 足 条 件 2 ) 

的 点 的 轨迹 是 过 BC 边 的 中 点 已 的 重 
线 ( 即 BC 边 上 的 中 王 线 ) 。 因 此 ，A4BC 外 接 辐 的 网 心 
0 就 是 这 两 条 中 垂 线 的 交点 。 

根据 这 个 解法 可 以 得 出 一 条 重要 的 结论 ， 因 为 三 角形 外 
接 圆 心 0 与 4、B 两 点 等 距离 ， 所 以 根据 定理 7.6 得 出 ， 外 
接 圆 的 圆心 O 必 在 48 边 的 中 垂 线 上 。 由 此 可 得 出 三 角形 
三 边 上 的 三 条 中 垂 线 必 相 交 于 一 点 ， 这 个 交点 就 是 三 角形 外 
接 锚 的 留心 . | 

运用 轨迹 方法 解 作 图 题 ， 不 一 定 痢 象 解 例题 7.7 那么 简 
单 ， 现 在 分 析 一 道 比较 复杂 的 例题 ， / 

例题 7.8 ”已 知 直线 a ， 点 A 是 直线 a 上 的 一 点 ， 点 B 是 
直线 a 外 的 一 点 ( 如 图 49 )， 在 直线 a 上 取 一 点 X， 使 AX++ 
8X 等 于 已 知 线段 m。 
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”和 解 ” 必须 使 点 X 满 足下 面 两 个 条 件 ， 1 ) 点 X 在 直线 a 
| 上 ; 2 ) AX+XB=m, 满足 第 一 个 条 

C 件 的 轨迹 就 是 直线 a 的 本 身 ， 但 是 } 
A 足 第 二 个 条 件 的 轨迹 相当 复 琳 ,满足 


一 必 第 二 个 条 件 的 轨迹 昭 不 是 直线 也 不 是 
"NT 圆 ， 而 是 一 个 点 。 只 提出 确定 点 卫 的 
上 两 个 条 件 是 不 行 的 ， 还 应 指出 其 中 每 


个 条 件 都 决定 着 由 直线 或 圆 所 组 成 的 
简单 轨迹 ， 找 出 这 种 轨迹 的 条 件 是 解 
这 道 例题 的 关键 ， 
现在 让 我 们 研究 ,如何 求 出 解 这 道 例题 的 条 件 。 首 先 ， 
假设 本 题 已 得 解 ， 在 射线 4X 上 画 出 线段 4C， 使 4C=m, 当 
4 一 和 时 ， 即 点 对 与 C、 了 如 两 点 等 距 。 现 在 我 们 可 以 写 出 
确定 点 焉 的 两 个 条 件 : 1 ) 点 多 在 线段 4C 上 ; 2 ) 点 多 与 
如 、(C 两 点 等 距 。 第 一 条 轨迹 是 线段 4C， 第 二 条 轨迹 是 过 
8C 中 点 且 与 BC 垂直 的 直线 ( 即 BC 线段 的 中 重 线 ) ， 这 两 
条 轨迹 的 交点 就 是 点 铸 。 


复习 题 及 练习 是 


i. 蕊 说 明 ， 如 何 根据 已 知 三 条 边 求 作 三 角形 ? 在 何 种 条 件 
下 雍 题 无 解 ， 即 在 何 种 条 件 下 不 存在 已 知 三 边 的 三角 
形 ? 

2， 世 次 明 ， 如 何在 给 定 的 半 平 面 内 从 已 知 的 射线 上 作 一 个 
地 十 己 知 角 的 角 ， 

3， 坛 认 明 ， 如 何 作 一 个 已 知 角 的 平分 线 ， 

4， 会 珑 朋 ， 如 何平 分 一 条 线段 。 

。 43 5 


18. 
19 


， 试 说 明 ， 和 如何 从 一 个 已 知 点 向 给 定 的 直线 作 垂 线 。 
， 什 么 是 轨迹 ? 

， 到 两 点 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 何 种 图 形 ? 

， 试 说 明 解 作 图 题 的 轨迹 方法 ， 并 举例 说 明 。 

. 求 作 一 条 等 于 两 条 不 相等 的 已 知 线段 之 和 的 绪 段 。 
， 求 作 一 个 等 于 两 个 不 相等 的 已 知 角 之 和 的 角 。 

， 求 作 一 条 等 于 已 知 线段 子 的 线段 ， 

, 求 作 一 个 等 于 已 知 角 二 的 角 。 

， 按 下 列 条 件 求 作 三 胃 形 : 


1 ) 已 知人 4 和 两 条 按 4B8、4C; 

2 ) 已 知人 A 和 两 条 边 4B、BC; 

3 ) 已 知 两 条 了 人 4、 人 了 3 和 一 边 43。 

已 知 | 两 条 边 4B、BC 和 4B 或 BC 边 上 的 一 条 中 线 ， 求 作 
三 角形 ， 


.已 知 两 条 边 4B、BC 和 BC 边 上 的 高 ， 求 作 三 角 珍 ， 
， 求 作 一 点 与 4 和 B' 两 点 等 距离 ， 并 与 C 点 具有 已 知 的 距 


Te 时 
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， 试 证 明 与 两 条 相交 直线 等 距 的 点 的 轨迹 就 是 这 两 条 直线 


相交 后 所 形成 的 四 个 角 的 平分 线 。 
世 知 三 角形 4BC， 求 作 与 4B、 BC 、 4C 三 边 等 距 的 点 ， 
求 作 一 点 ， 使 这 点 与 两 条 已 知 直 线 等 距离 ， 并 与 一 个 已 


-rp £1 Tr 
纠 虚 具有 给 定 能 i 各 


ZW 


$S8, 平行 八 


平行 锐 的 判定 \ 
定理 8 .1 如 直线 c 与 直线 a 和 bb 平行 则 直线 a 与 责 
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线 5 平行 . 

证 明 假设 直线 4 与 直线 5 不 平行 ， 此 时 两 条 直线 相交 
”于 茶点 CC ,因此 ,过 CC 点 可 作 两 条 与 直线 ¢ 平行 的 线 ， 根 据 公 
理 夺 ， 这 是 不 可 能 的 ,按照 公理 页 ,过 已 知 直 线 外 一 扣 可 作出 
一 条 ， 而 且 只 能 作 一 条 与 已 知 直 线 平行 的 直线 。 定 理 得 证 。 

由 定理 8.14 可 推论 出 ， 妇 果 一 条 直线 号 两 条 至 行 线 中 一 
条 祖 交 ， 则 这 条 直线 也 必 与 两 平行 线 中 男 一 条 柱 交 . 

设 4B、CD 为 两 条 直线 ，AC 为 第 三 条 与 AB 和 CD 相交 
的 一 线 ( 如 图 50 ) ， 直 线 4C 对 4B 和 CD 来 说 州 党 多 。 截 线 
AC 与 二线 4B 及 CD 相交 所 成 之 角 痢 有 专 称 。 如 时 点 8 、D 
对 直线 AC 而 言 ， 在 同一 半 平 面 内 ， 则 BAC 与 CDC4 称 

为 同 装 内 角 ( 如 图 50 一 左 ) ;如果 点 B、DD 对 AC 而 言 ， 在 
”不 间 半 平面 时 ， 则 人 BAC 与 LPDC4 称 为 肉 错 和 角 (〈 如 图 50 一 
右 ) 。 


蕉 线 4C 与 直线 4B 和 CD 有 两 对 同 旁 内 角 和 两 对 内 错 

外。 很 据 补 角 的 性 质 得 出 ， 假如 其 中 有 一 对 内 销 角 相等 ， 虽 

另 一 对 内 错 角 也 相等 ， 而 且 每 对 同 劳 为 角 之 和 都 待 于 180°， 

相反 ， 假 如 其 中 一 对 同 旁 内 角 之 和 等 于 180"， 则 另 一 对 则 旁 
内 航 之 和 也 等 于 180"， 而 且 每 对 内 错 角 部 相等 。 

定理 8.2 设 a、b 为 两 条 直线 ，c 为 这 两 条 直线 的 截 
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线 。 假 如 直线 a 与 直线 5 平行 ， 册 内 错 角 相等 ， 而 且 问 旁 
角 之 和 等 于 180" 。 反 之 ， 假 如 内 错 角 相 等 ， 或 同 专 内 角 之 和 
淤 于 180”"， 则 直线 a 、b 平行 。 z 

证 明 我们 先 证 定理 的 第 二 部 分 。 假 设 直线 a 和 5 不平 
行 ， 因 此 必 相 交 于 某 一 点 C( 如 图 51 ) 。 我们 来 畴 三 角形 
ABC， 根 据 定理 5.1 得 知 : 人 CAB+ 人 人 CBA 应 小 于 180", 然 
和 而， 定理 的 条 件 给 出 ， ~C4B 与 《CB4 是 同 旁 内 角 ， 而 且 
两 角 之 和 等 于 180"， 这 与 定理 的 条 件 是 矛盾 的 。 定 理 的 第 二 
部分 得 证 。 

现在 来 证 明定 理 的 第 一 部 分 。 设 直线 5 和 上 互相 平行 ， 
过 4 点 作 一 条 直线 c,， 使 截 线 < 与 直线 5 和 ai 所 成 的 同 旁 内 
角 之 和 等 于 180" (如 图 52 ) ,因此 ,根据 已 江 过 的 部 分 ， 可 得 
出 直线 ca, 与 直线 平行 。 然 而 ， 过 4 点 只 能 引出 一 条 与 直 
线 5 平行 的 直线 ， 所 以 直线 a 必 与 直 线 ck 相 重合 。 截 线 c 
与 直线 a 和 4b 所 成 的 同 旁 内 角 之 和 等 于 180*， 即 其 内 错 角 也 
相等 。 定 理 得 证 。 


图 51 : 图 52 


由 定理 8.2 推理 得 出 ， 两 条 直线 都 与 第 三 条 直线 平行 ， 
则 这 两 条 直线 平行 。 如 果 一 条 直线 与 两 条 平行 直线 中 一 条 直 
线 平行 ， 则 这 条 直线 必 与 两 平行 线 中 另 一 条 直线 平行 。 
a A6 = 


三 角形 内 角 之 和 

定理 8.3 三 角形 三 个 内 角 
之 和 等 于 180". 

证 明 设 人 4BC 为 已 知 三 
角形 , 在 BC 边 取 中 点 0， 在 
”射线 40 的 延长 线 上 ， 和 鹤 取 一 点 

卫 ， 使 线段 OD 等 于 线段 O4。 在 图 53 
人 N 人 BOD 与 ACO4 中 ，04=OD 
0B=0C，L 人 BOD= 人 AhOC (对 顶 角 ) ， 所 以 人 人 BOD 
和 俯 AOC。 由 此 可 得 出 : LDBO= AACO., z 

直线 AC 和 BD 被 第 三 条 直线 BC 所 堆 ，L 人 DB0 与 
人 4C0 互 为 内 错 角 ， 如 图 所 示 、， 线 段 4D 与 直线 BC 交 于 0 
上 所， 因而 4、 呈 两 点 对 直线 BC 而 言 ， 在 不 同 的 半 平 面 内 ， 
DBO 与 人 4CO 是 相等 的 内 错 和 角 ， 根 据 定理 8.2 可 得 出 : 
直线 4C 与 BD 平行。 

直线 AC 和 3D 被 第 三 条 直线 4B 所 截 ，~DB4 与 
C48 是 同 旁 内 角 , 如 图 所 示 , C 利 D 两 点 对 直线 48 而 言 ， 
位 于 同一 半 平 面 肉 ， 即 点 O 所 在 的 半 平 面 内 ， 又 因为 直线 
AC 和 BD 平行 ， 所 以 LCAB+ LDBA=180°( 同 旁 内 角 互 
补 ) 。 因 为 射线 BC 从 ~4BD 两 条 边 之 间 通 过 , 并 且 射 线 BC 
与 两 端点 分 别 位 于 人 ABD 两 条 边 上 的 线段 AD 相交， 所 以 
ZPDPBA=ADBC+ /ABC. 已 证 明 “DBC= 4CB， 故 
LDBA= /ACB+ /AABC, 又 已 证 明 人 LCAB-+ 人 人 DBA4= 
180”， 故 人 CAB+ 了 ABC+AACB=180”。 定 理 得 证 。 

直角 三 角形 有 一 个 角 是 直角 ， 而 另外 两 角 都 是 锐角 。 根 
据 定理 8.3 可 推 知 ， 直角 三 角形 两 锐角 互 为 余 角 ( 即 两 个 锐 
角 之 和 等 于 90”) 。 
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定理 8.4 三 角形 任 一 个 外 角 等 于 两 个 不 相 邻 的 内 角 之 
和 ， 

证 归 八 48C 为 一 个 已 知 的 三 角形 。 根 据 定理 8.3 可 
知 : 4+ 人 B+ 人 C=180", 由 此 可 得 出 人 4+ 人 B= 
180 ”一 人 C， 等 式 的 右边 恰好 等 于 三 角形 顶点 C 处 的 外 角度 

平行 线 间 的 距离 处 处 相等 

定理 8.5 两 条 平行 线 间 的 距离 处 处 相等 ， 即 一 条 直线 
上 所 有 各 点 到 另 一 条 直线 的 距离 都 相等 ， 

证 明 设 < 和 ?为 两 条 已 知 的 平行 直线 (如 网 54)。 在 直 
线 a 上 取 任 意 两 点 4 和 和 4， 并 


从 这 商 点 向 直线 6 各 引 一 条 生 线 4 4 
4A4B 和 4A,B,， 坦 线 48 和 4,B, 都 | 一 
垂直 于 直线 5， 所 以 也 重 直 于 直 
线 5 的 平行 直线 4。 ;| 8 

对 平行 线 a、5 的 鹤 线 41B 图 54 
而 言 84A,4 和 .AA4A,BB, 不 是 
同 旁 内 角 ， 便 是 内 错 角 。 因 为 <BA,4 和 人 4,BB, 都 是 锐 
角 ， 所 以 两 角 之 和 必 小 于 180*， 因 而 ， 这 两 个 角 不 可 能 是 两 
平行 线 的 同 旁 内 角 ， 这 两 个 角 必 是 两 条 平行 线 的 内 错 角 ， 所 
MABA,A=/A4,BB,. 

在 直角 三 角形 B44, 与 41B1B 中 ,其 斜 边 41B 是 公共 
边 ， 了 BA,4 与 L4188, 是 相等 的 两 个 锐角 ( 前面 已 证 明 
过 ), 因 此 人 B44; 生 人 418,B， 由 此 可 得 出 ，AB=4,B,， 
这 就 是 说 ， 从 直线 a 上 4 和 4, 两 点 ， 向 直线 5 所 引出 的 丙 
条 垂直 线段 相等 。 定 理 得 证 。 

例题 8.6 ”在 直线 a 所 分 隔 的 同一 中 平面 内 ， 求 与 直线 ， 
48 ， 


a 等 距离 的 点 的 轨 迷 。 ， 

解 : 取 轨 迹 上 任意 一 点 4， 并 过 4 点 作 一 条 与 直线 < 平 
行 的 直线 ca; (如 图 55 ) 。 

现在 我 们 来 证 明 所 求 的 各 点 
都 在 直线 4a, 上 。 : 

设 点 了 3 为 轨迹 上 的 任意 一 
点 ， 过 B 点 作 一 条 垂直 于 直线 a 
的 直线 ， 这 条 直线 与 直线 a 交 于 
某 一 点 C ， 与 直线 a; 交 于 某 一 点 
C,， 因 为 点 C 不 能 分 隔 点 C, 和 

点 3B， 根 据 C,C= BC， 可 得 出 

点 B 与 点 C，, 必 重合 于 一 点 ， 即 点 了 在 直线 a1 上 ， 

因此 ， 在 直线 a 所 分 隔 的 同一 站 平面 内 ， 与 直线 a 等 距 
离 点 的 轨迹 是 一 条 与 直线 a 平行 的 直线 ， 

例题 8.7 过 点 B 作 一 条 与 直线 a 平行 的 直线 。 

解 ， 过 点 了 作 一 条 垂直 于 直线 a 的 直线 5 (如 例题 7.5)， 
然后 ， 再 过 点 卫 作 一 条 垂直 于 直线 的 直线 c， 直 线 c 与 直 
线 b 必 平 行 。 z | 


复习 题 及 练习 是 


1。 两 条 什么 样 的 直线 称 为 平行 线 ? 
2， 说 出 平行 线 的 公理 ， 
3. 证 明定 理 8.1， 如 果 直 线 4 与 直线 和 c 平 行 ， 则 直 绑 
b 与 直线 c 平行 ， 
4， 证 明 :， 如 果 一 条 直线 与 两 条 平行 直线 中 一 条 直线 相交 ， 
则 这 条 直线 也 必 与 两 平行 线 中 男 一 条 直线 相交 。 
dd 


. 两 个 什么 样 的 角 称 为 同 次 内 角 * 两 个 什么 样 的 角 称 为 内 


错 角 ? 


. 设 4BC 为 一 个 三 角形 ，B, 为 三 角形 4B 边 上 约 一 点 ， 


C ,为 4C 边 上 的 一 点 ， 直 线 4B、4C 为 B.C, 所 截 ， 哪 
些 角 为 同 旁 内 角 ? 哪些 角 为 内 错 角 ? 


. 证 明 :， 如 果 一 对 内 错 角 相等 ， 则 另 一 对 内 错 角 也 相等 ， 


而 且 每 对 同 旁 内 角 之 和 都 等 于 180° ， 相反， 如果 一 对 


同 旁 内 角 之 和 等 于 180*， 则 另 一 对 同 觉 内 角 之 和 也 等 于 


180"*， 而 且 每 对 内 错 角 也 必 相 等 ， 


， 证 明 ， 两 条 平行 线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 同 位 角 相 等 ， 内 


销 角 相等 ， 同 旁 内 角 之 和 等 于 180°。 


.证 明 三 角形 三 个 内 角 之 和 ( 定理 8.3 ) 中 的 几 个 问题 (图 


53 ) : 

1) 直线 4C 和 3DD 被 直线 BC 所 截 ， 为 什么 说 LCBD 与 
BC4 是 内 错 角 ? 

2) 直线 4C 和 3 了 DD 被 直线 4B 所 截 ， 为 什么 说 /ABD 与 
BAC 是 同 旁 内 角 ? z : 

3) 为 什么 说 人 4B 了 等 于 AL4BC 与 LDBC 之 和 ? 


, 证 明 三 角形 任 一 外 角 等 于 两 个 不 相 邻 的 内 角 之 和 ， 

. 豆角 三 角形 中 两 个 锐角 之 和 等 于 多 少 度 ? 

.等 边 三 角形 的 三 个 角 都 等 于 多 少 度 ，? 

. 证 明 两 条 平行 直线 间 的 距离 处 处 相等 
. 设 4a 和 尹 为 两 条 平行 的 直线 、 证 明 ， 对 直线 za 而 言 ， 直 


线 5 在 同一 半 平 面 内 


， 如 果 等 腰 三 角形 的 顶 角 为 57。， 试 间 ， 这 个 等 腰 三 角形 


中 底 边 和 膀 哪 个 大 ? 


.二 角形 三 个 角 之 比 为 1 : 2 ; 3， 试 问 三 个 角 各 为 多 少 
50 。 : / 


度 g 
17. 等 腰 吉 角 三 角形 各 角 都 等 于 多 少 度 ? 
18, 证 明 ， 直角 三 角形 由， 如 果 一 个 锐角 等 于 30”， 那 么 它 

所 对 的 直角 边 等 于 斜 边 的 一 半 ， 

19. 已 知 三 角形 4BC， 如 何 过 4 点 引出 一 条 不 与 BC 边 相 

交 、 但 与 B、C 两 点 等 距 的 直线 ? 

20， 设 4BC 为 一 等 腊 三 角形 ，.4B 为 底 边 ，AC 与 BC 为 两 

腊 , 如 在 底 边 48B 上 任 取 一 点 X, 证 明 点 X 到 AC 和 BC 两 

法 的 距离 之 和 等 于 一 个 遂 数 ， 

8$9. 四 这 形 

凸 四 边 形 ” 设 有 四 点 4.B8、C、D， 其 中 任何 三 总 均 不 在 
一 条 直线 上 , 则 由 此 四 点 及 四 条 线段 48、BC、CD、4D 组 成 的 
图 形 叫 四 边 形 (图 56)。 点 4、B.C、D 称 为 四 边 形 的 顶点 ,顶点 
4 与 C，B 与 DD 称 为 两 组 相对 顶点 ， 
线段 48 与 CD， ST 
的 两 组 对 边 。 / 
Ne .| . A 如 有 果 它 对 其 任 一 边 的 直 

图 56 ”“: 线 而 言 ， 都 在 同一 半 平 面 内 ， 则 称 为 
员 四 边 形 ( 如 图 57 ) ， 连结 相对 顶点 
的 线段 称 为 四 边 形 的 对 角 线 。 

定理 9.1 凸 轩 边 形 的 对 角 
线 必 相交 。 

证 本 ” 设 4B3CD 为 已 知 的 凸 
四 边 形 ( 如 图 57)， 由 于 ABCD 是 Sl 
一 个 凹 四 边 形 ， 所 以 点 8 和 C， , ' 
对 直线 4D 而 言 ， 都 在 同一 半 平 图 57 
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面 内 ， 射 线 4C 和 48B ,对 直线 4D 而 言 , 在 同一 半 平 面 内 。 

根据 定理 2.2 可 得 出 ， 或 射线 4C 从 人 BAD 的 两 边 之 间 
通过 。 或 射线 48B8 从 LCAD 的 两 边 之 间 通 过 。 但 是 射线 AB 
不 可 能 从 二 C4D 两 边 之 间 通 过 ， 因 为 对 直线 43B 而 言 ， 点 C 
和 点 也 位 于 同一 半 平 面 内 ， 因 此 ， 射 线 4C 从 BAD 的 两 边 
之 间 通 过 ， 故 线段 也 与 直线 4C 相 交 《 依 定理 2,3 ) ， 所 以 
对 角 线 BD 与 直线 4C 相交 。 当 我 们 分 析 人 人 ABC 和 LABD 
时 ， 辣 样 可 证 出 对 角 线 4AC 与 直线 BD 相交 。 又 已 证 对 角 线 
BD 与 直线 4C 相 交 ， 所 以 直线 BD 与 直线 4C 相交 。 然 而 ， 
吾 线 4C 和 直线 BD 的 交点 只 能 有 一 个 ， 在 直线 4C 上 ， 这 
个 交 太 是 对 角 线 4C 上 的 一 个 点 ， 在 直线 BD 上 ， 这 个 交点 又 
是 对 角 线 BD 上 的 一 个 点 。 所 以 对 角 线 4C 与 对 角 线 BD 就 
在 此 点 相交 。 定 理 得 证 。 

定理 9 .2 贞 四 边 形 内 角 之 和 等 于 360°。 

证 明 设 4BCD 为 一 个 已 知 的 西 四 边 形 〔 如 图 57 ) ， 因 
为 射线 DB 与 线段 4C 相交 ， 所 以 射线 DB 从 射线 DA 与 DC 
之 间 通 过 ，。 由 此 可 得 出 ; :人 4DC= 人 人 4DB+ ALCDB。 同 理 
可 得 ， 人 4BC= A 人 ABD+ LACBD。 由 此 推理 可 得 卉 ， 四边 
形 ABCD 内 角 之 和 等 于 入 BAD 与 八 BCD 的 内 角 之 和 ， 即 等 
于 360"。 定 理 得 证 。 

”平行 四 边 形 ”两 组 对 边 分 别 z 
平行 《( 即 分 别 在 两 组 平行 直线 6 


上 ) 的 四 边 形 称 为 平行 四边形 / 
( 如 图 58 ) . 


平行 四 边 形 是 凸 四 边 形 。 A 
设 4BCD 为 已 知 平行 四 边 

形 。 现 在 以 平行 四 边 形 的 任 一 边 
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为 例 ， 如 以 AD 为 例 ， 因 为 直线 BC 平行 于 4 了 边 ， 所 以 线段 
BL 与 直线 AD 不 相交 ， 即 点 8B 和 点 C，。 对 直线 4D 而 言 ， 位 
于 同一 半 平 面 内 。 线 段 8C、A8B 和 DC 部 在 这 一 半 平 面 内 、 
这 了 驳 是 说 ， 平 行 四 边 形 ， 对 包含 其 一 边 AD 的 直线 而 言 ， 位 
于 同一 半 平 面 内 。 再 取 平 行 四 边 形 其 它 任何 一 边 ， 也 可 得 出 
间 梓 的 结论。 这 就 意味 着 ， 平 行 四 边 形 是 凸 四 边 形 。 

定理 9.3 ”平行 四 边 形 的 对 边 相 等 ， 对 角 也 相等 。. 

证 明 设 4BCD 为 一 个 已 知 的 平行 四 边 形 ( 如 图 59 ) ， 
作 平 行 四 边 形 的 对 角 线 4C 和 BD。 因 


为 平行 直线 4D 和 BC 被 4C 所 截 ， 所 As 
以 人 BCA 和 人 DAC 是 内 错 角 ， 这 是 /></ 


因为 点 B 和 点 D， 对 直线 4C 而 言 ， 2 
位 于 不 同 的 半 平 面 内 ( 线段 BD 与 直 
线 4C 相 交 ) 。 由 此 得 出 ， BC4= 
人 DAC。 同 理 可 证 , LBAC= DCA， 
在 人 4CB 和 Ac4D 中 ，4C 为 公共 边 ， BC4= 


、ZLZDAC，LABAC=/ADCAhA (上 面 已 证 ), 所 以 八 ACB8 怠 


俯 CLAD。 因 为 这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 可 得 出 。，BC=AD， 
4BC= ACDA。 同 理 可 证 ,48B=CD, /B34D= /DCB.、 
定理 得 证 。 : 

定理 9 .4 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 。 

证 明 设 4BCD 为 一 个 已 知 的 平行 四 边 形 ，D 为 对 角 
线 的 交点 (如 图 59)， 在 八 A40D 与 人 C0B 中 ，B3C=AD 
(平行 四 边 形 的 一 组 对 边 ) ，~OBC= LODA( 两 条 平行 
直线 BC 积 4D 被 直线 BD 所 截 ， 内 错 角 相 等 ) ，/ 人 OCB= 
04D ( 两 条 平行 直线 BC 和 AD 被 直线 4C 所 截 ， 内 错 角 相 
等 )， 所 以 八 40D 和 和 COB， 则 0B=0D，04=0OC。 定 
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理 得 证 。 / 
定理 9.5 如 果 山 四 边 形 有 一 组 对 边 平行 且 相 等 ， 划 此 
四 边 形 是 平行 四 边 形 ， / 
如 采 是 四 边 形 有 两 组 对 边 分 别 相 等 ， 则 此 总 四 边 形 是 平 
行 四 按 形 . 
证 明 设 48CD 为 一 个 已 知 的 是 四 边 形 ,其 中 对 边 4D= 
BC( 如 图 60 ) ， 在 定理 给 出 的 两 种 条 件 下 ， 俯 4BD 与 
: 人 CDB 都 全 等 。 对 定理 的 第 一 
pr 一 部 分 ， 可 根据 全 等 三 角形 第 一 判 
4 7 对 定理 的 第 二 部 分 ， 可 根据 全 等 
三 角形 第 三 判定 法 论证 ; 人 4 
ACDB. . 
由 这 两 个 全 等 三 角形 可 以 得 出 
ACBD= /ADB, /ABD= /CDB, 
前 两 个 人 角 是 直线 BC 和 AD 的 肉 错 角 ， 而 后 两 个 和 角 是 直线 
业已 和 (的 内 错 角 ， 根 据 内 错 角 相等 可 得 出 ' BC14D， 
CD1/ AB ,因此 ,四 边 形 43CDD 是 一 个 平行 四 边 形 。 定 青 得 证 。 
和 矩 形 ” 莞 形 正方形 
四 个 角 都 是 直角 的 四 边 形 是 矩形 


( 如 图 61 )， i 

定理 9.6 ”和 矩形 是 一 个 平行 四 边 ba 

形 。 短 形 的 两 条 对 角 线 相等 (如 图 2” 

61). 图 61 
证 上 明 设 4BCD 为 一 个 已 知 的 矩 

形 ， 直 线 4D 和 BC 垂直 于 直线 4B， 所 以 AD 平行 于 8B8C， 直 

线 43 和 ( 刀 垂 下 于 直线 4D， 所 以 43 平行 于 CD。 因此 ， 短 
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图 60 
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形 48BCD 是 一 个 平行 四 边 形 ， 
定理 的 第 二 个 结论 ， 可 用 人 B4D 弓 人 CD4 来 证 明 。 在 
和 BAD 与 人 CDA 中， 人 BAD 与 CDA 都 是 直角 ， 下 角 边 
AD 是 公共 边 ， 直 角 边 4B=DC( 平行 四 边 形 的 对 边 )， 所 
以 人 34D2ACD4。 由 此 得 出 两 个 三 角形 的 矢 边 祖 等 ， 面 
两 条 和 斜 边 丛 好 是 矩形 的 两 条 对 角 线 。 定 理 得 证 ， 

效 形 是 一 个 四 边 都 相等 的 平行 四 边 形 《 如 图 62 ) 。 

定理 9 .7 芋 形 的 对 角 线 互 衫 生 直 。 
ee 

证 明 设 4BCD 是 一 个 已 知 的 履 形 
dh “为 两 条 对 角 线 的 交点 。 在 
八 A0B 和 人 和信 C0OB8 中 ，0B 是 公共 边 ， 
AB 一 CB 莱 形 定义 给 出 的 条 件 )，04= 
OC (定理 9.4) ， 所 以 人 40B2 和 CODB， 

图 62 Wl: AAOB= COB ,4380= ~CBO， 

因为 /40B= LCOB，/AAOB+ LACOB=180*， 所 以 
了 AOB 与 XC0B 都 是 直角 。 定 理 的 第 一 个 结论 每 证 ， 

天 为 射线 BD 从 和 角 4BC 的 两 边 中 间 通 过 ， 人 AB0 
一 人 CB0O， 拓 以 BD 是 AL4BC 的 平分 线 ， 定理 的 第 二 个 
结论 得 证 。 

下 方形 是 一 个 四 边 相 等 的 矩形 ， 

正方 形 是 一 个 特殊 的 姜 形 ( 每 个 角 痢 是 家 逢 风姿 形 ) ， 
ea eons ( 四 边 相等 的 扼 形 ) ， 所 以 它 己 具 有 莞 有 形 
和 矩形 的 一 切 性 质 . 

梯 形 : 
2 定理 9.8 设 三 条 互 相 平行 的 直线 a、b、< 与 直线 4 和 
du 分别 相 交 于 点 入 、B、C 和 点 Ai、B:、C: (如 图 63 ) 。 
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如 果 点 8 位 于 点 A 和 C 之 
间 , 则 点 B; 位 于 点 A, 和 Ci 之 
间 ; 如 有 果 AB= BC， 则 A,B， 
~B,C,。 

证 明 因为 线段 AC 与 
直线 5 相交 于 B 点 ， 并 且 题 
设 点 8 位 于 4 和 C 之 间 ， 所 
以 点 4 和 点 C 在 直线 品 所 分 
隔 的 不 同 的 半 平 面 内 。 因 为 
点 4 和 点 4, 在 与 直线 5 平 
行 的 直线 a 上 ， 所 以 这 两 个 点 ， 对 直线 了 而 言 ， 在 同一 半 平 
面 内 。 同 理 , 点 C 和 点 Ci 对 直线 而 言 ， 在 同一 半 乎 面 内 。 
因 叱 ， 点 ,和 点 C1, 对 直线 5 而 言 ,在 不 同 的 半 平 面 内 ， 所 
以 线段 4,C :与 直线 相交。 只 有 点 B1 既 是 直线 4.C， 上 的 
扩 ， 义 是 直线 5 上 的 点 。 因 此 ， 点 3 位 于 点 4 和 点 Ci 之 
间 。 定 理 的 第 一 个 结论 得 证 。 

现在 证 明定 理 的 第 二 个 结论 。 过 B; 点 作 一 条 平行 于 直 
线 4d 的 直线 , 它 与 直线 a 和 c 交 于 点 了 和 点 ,在 八 B,4,D 
和 八 B,CJE 中 ,B,D=B1,B (因为 B,D=48B,B,E=BC,， 
并 且 显 设 4B= 了 BC )，~D4,B;=~EC,B,，4;DB,= 
人 人 C1EB, (平行 线 a 和 cc 的 内 错 角 )， 所 以 人 BA,D2 
俯 B1CJB, 因 为 两 个 三 角形 全 等 ， 所 以 每 出 ; A, Bi 二 BC， 
定理 的 第 二 个 结论 得 证 。 

例题 将 一 条 已 知 线段 AB 分 为 n 半分 . 

解 过 4 点 作 一 条 不 与 已 知 线段 4B 相 重合 的 射线 5 ， 
在 射线 a 上 题 次 截取 相等 的 线段 44,, 4,4,, 4,4,，…， 
A.-14A,， 连 统 4.B， 对 4 A,, 4,, “yp id 分 别 作 
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图 63 


4, 了 3 的 平行 线 交 线段 4B 于 Bi，B:，Bi，…， 了 -这 
n 一 1 个 点 就 把 4B 线 段 分 为 7 等 分 (从 定理 9.8 可 得 到 证 明 )， 
只 有 一 组 对 边 平 行 的 西 四 边 形 叫做 梯形 。 平 行 的 一 组 对 
边 叫 做 梯形 前 底 。 不 平行 的 另 一 组 对 边 叫 做 梯形 的 腰 。 连 结 
梯形 两 采 中 点 的 线段 叫做 梯形 的 中 位 线 ， 
定理 9.9 梯形 的 中 位 线 平行 于 两 雇 ， 并 县 等 于 两 称 之 
和 的 一 闪 ， 
证 明 设 ABCD 为 一 梯形 ， 


4D 和 BC 为 已 知 梯形 的 诡 《 如 图 
64 ) ,PE 为 梯形 的 中 位 线 , 过 点 yy Q 
下 作 一 条 平行 于 两 底 的 直线 ， 根 


据 定 理 9.8， 这 条 直线 必 与 梯形 :加 
CD 的 中 后 @ 相交 。 因此, 这 条 直 
线 是 平行 于 梯形 两 底 的 梯形 中 位 线 ; 定理 的 第 一 个 站 论 得 证 。 
过 所作 一 条 平行 于 4B 边 的 直线 EF， 点 4 和 点 B 位 于 
直线 BF 的 同一 便 ， 而 点 C 和 点 也 则 分 别 位 于 直线 EF 的 两 
侧 。 为 了 确切 起 见 ， 设 点 C、 点 4 和 点 83 位 于 直线 BF 的 同 
一 便 ， 点 C 及 点 巨 位 于 直线 4B 的 同一 和合 。 由 此 可 知 , 点 8B 
不 在 点 C 与 点 巨 之 间 ， 点 C 必 位 于 点 8B 与 点 之 间 。 。 
因为 人 CEQ 参 人 DFQ， 所 以 CE=FD。 根据 平行 四 边 
形 的 人 性质 可 得 PO 二 BE 二 BC+CE, PQO=AF=AD-FD. 
两 等 式 相 加 即 得 2PO= 4D+BC。 定 理 的 第 二 个 结论 得 证 。 
三 角形 三 条 中 线 的 交点 ”连结 三 角形 两 边 中 点 的 线段 称 
为 三 角形 的 中 位 钱 。 
定理 9.10 连结 三 角形 ABC 中 的 AB 边 和 AcC 边 中 点 的 
中 位 线 必 平 行 请 边 BC， 并 县 等 于 底 边 的 一 半 ( 如 图 65 ) 。 
证 明 ” 设 B,C; 为 人 4BC 的 中 位 线 ， 过 B, 作 一 条 平行 于 
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底 边 BC 的 直线 -。 根 据 定理 9.8 可 知 ， 这 条 直线 必 交 AC 线段 
于 其 中 点 Ci。 即 A4BC 的 中 位 线 
B81Ci 在 这 条 直线 上 上。 定理 的 第 一 个 
结论 得 证 。 . 

过 点 C 作 一 条 平行 于 4B 的 直线 
CE， 这 条 直线 与 直线 B1C 1 的 延长 线 
二 于 基 所 五 六 4 和 ALCC5E， 
因为 酚 个 三 角形 全 等 ， 所 以 ,BiC1 = 
CE, BC= BIE= B,C,+C.E= 

图 65 2B,C,, 即 B,C;, 等 于 A4BC 底 边 BC 
的 一 半 。 定 理 的 第 二 个 结论 得 证 。 

定理 9.11 三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 ， 这 点 到 项 点 

的 距离 等 于 这 点 到 顶点 的 对 边 中 点 的 距离 的 二 借 。 
。 证 明 设 ABC 为 一 个 已 知 三 角形 如 图 66 ) ， 连 结 这 
三 角形 的 中 线 44, 和 3BB,， 对 直线 
44; 而 言 ， 点 C 和 8B, 位 于 同一 半 平 “” 
面 内 。 因 此 ， 中 线 88B, 与 直线 44, 相 
交 ， 同 理 可 证 ， 中 线 44, 与 直线 了 BB， 
相交 。 因 为 直线 44, 与 BB, 只 有 一 个 
六 点 、 所 以 这 个 交点 位 于 中 绪 44 ,和 图 66 
BB, 之 上 ， 即 这 两 条 中 线 交 于 点。 | / 
连结 A4BC 各 和 俯 40B 的 中 位 线 4,8, 和 4 了 线段 
41B, 和 4,B, 部 平行 于 4B, 并 且 都 等 于 48B 的 二 分 之 一 。- 
由 此 得 出 ， 四 边 形 4,B,4,8B, 昨 一 个 平行 四 边 形 。 根据 平行 
四 边 形 的 性 质 ， 可 得 出 ，B10==08B,。 又 因 B8, 是 08 线段 的 
中 点 ， 即 0B,==B8B,B8, 由 上 述 可 知 B10=08B,= 二 B,8，0B= 


® HB « 


2B8;,0。 因 此 这 两 条 中 线 的 交点 0 到 顶点 卫 的 距离 等 于 这 点 
到 顶点 的 对 边 中 点 Bi 的 距离 的 二 倍 。 同 理 从 C 点 引 出 的 中 
线 ， 也 必 将 中 线 BB1 分 成 0B=2B40， 所 以 从 C 局 引 电 的 中 
线 电 几经 过 吕 点 。 定 理 得 证 。 


“00 人 LU 心 0 ho 盖 


一 二 He 性 
ku bo 二 心 


i 
DO om nn 心 


复习 题 及 练习 题 


， 件 么 样 的 四 边 形 电 做 凸 四 边 形 ? 

. 证 明 吓 四 边 形 的 对 角 线 必 相 交 。 

。 证明 喇 四边形 内 角 之 和 等 于 360"。 

.什么 样 的 四 边 形 叫做 平行 四 边 形 ? 

. 证 明 平 行 四 边 形 是 一 个 凸 四 边 形 。 

.证 明 平 行 四 边 形 对 边 相 等 ， 对 角 出 相等 ， 

, 证明 平行 四 边 形 相 分 的 两 个 角 之 和 等 于 180"。 

证 明 平 行 四 边 形 两 条 对 角 线 互相 平分 。 

. 什么 样 的 四 边 形 叫做 年 形 ， 

. 证 明和 定形 是 一 个 平行 四 边 形 ， 抑 形 的 两 条 对 角 线 相等 。 
1 证明 两 条 对 逢 线 相 等 的 平行 四 边 形 是 一 个 矩形 。 

. 什么 样 的 四 边 形 是 一 个 菱形 ? 

, 证 明 薰 形 的 两 条 对 角 线 垂直 相交 ;， 鞭 形 的 对 角 线 也 是 对 


骨 的 角 平 分 线 。 


. 什么 样 的 四 边 形 叫 做 正方 形 ? 正方 形 有 郧 些 人 性 质 ? 
. 什么 样 的 四 边 形 叫 做 梯形 ? 

、 证 明 梯 形 的 中 位 线 等 于 两 诡 之 和 的 一 ~ 半 。 

。 证明 三 角形 的 中 位 线 等 于 第 三 边 的 一 半 。 

。 证 明 三 角形 的 三 条 中 线 相 交 于 一 点 。 

. 证 明 对 角 线 相交 的 四 边 形 是 一 个 凸 四 边 形 。. 
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， 凸 四 边 形 的 四 个 角 能 都 是 钝 角 吗 ? 
证 明 两 条 对 角 线 相交 ， 并 且 互相 平分 的 凸 四 边 形 是 一 个 


平行 四 边 形 。 


,证 明 两 组 对 角 相 等 的 凸 四 边 形 是 一 个 平行 四 边 形 。 
, 证明 任意 凸 四 边 形 四 条 边 的 中 点 是 平行 四 边 形 的 四 个 顶 


局 二 


， 在 凸 四 边 形 肉 求 一 点 使 其 到 四 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 。 
,证 明 四 个 和 角 相 等 前 西 四 边 形 是 一 个 定形 。 
,假如 平行 四 边 形 两 条 邻 边 的 长 为 5cm 和 6cm ,在 这 平行 四 


边 形 内 作 一 个 角 的 平分 线 ， 试问 这 条 平分 线 将 平行 四 边 
形 的 长 边 分 成 两 条 等 于 多 长 的 线段 ? 


， 假 如 凌 形 的 一 条 对 角 线 等 于 鞭 形 的 边 ， 试 问 痿 形 的 四 个 


角 和 名 为 多 少 度 ? 


, 证 明 两 条 对 角 线 互 相 息 直 相交 的 平行 四 边 形 是 一 个 菱 


形 。 


, 证 明 平 行 四 边 形 各 角 的 平分 线 的 交点 是 一 个 正方 形 的 四 
个 顶点 ， 
， 证 明 : 一 个 和 矩形 四 边 的 中 点 是 一 个 菱形 的 四 个 顶点 ; 一 个 


凌 形 四 边 的 中 点 是 一 个 矩形 的 四 个 顶点 。 
证 明 梯 形 两 条 对 角 线 中 点 的 连 线 平 行 于 梯形 的 两 后。 


.已 知 一 个 三 角形 ， 对 一 条 已 知 直 线 而 言 ， 位 于 同一 半 和 于 


面 肉 ， 求 证 ， 这 个 三 角形 三 条 中 线 的 交 点 到 直线 的 距 
离 ， 等 于 三 个 顶点 到 这 条 已 知 直 线 距离 的 算术 平均 值 。 


.已 知 四 条 边 ， 求 作 一 梯形 。 
,证明 三 角形 从 顶点 到 对 边 的 三 条 和 王 线 交 于 一 反 。(〈 提 


示 : 过 三 角形 的 各 顶点 作 与 对 边 平行 的 直线 组 成 一 新 二 
角形 )。 
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$ 10. 运动 ”全 等 图 形 


运动 的 概念 ” 设 F 和 ,为 两 个 已 知 的 图 形 ， 并 且 两 图 
由 的 点 结合 成 点 对 (天 ,和 ) 。 如 果 图 形 了 中 的 每 一 上 筷 了 和 
图 形 玉 中 的 每 一 点 X, 属 于 一 个 点 对 ， 且 只 属于 一 个 点 对 的 
话 ， 那 未 ，、 我 们 就 说 图 形 卫 和 卫 , 是 相互 单 什 对应。 两 网 形 
的 点 卫 及 关 , 叫 对 应 点 。 因 此 ,图 形 玉 中 的 每 一 点 了 在 图 形 F， 
中 都 有 一 个 完全 确定 的 对 应 点 总 , , 反 言 之 ,图 形 ,中 每 个 X， 
忒 在 图 形 五 中 也 同样 都 有 一 个 互 等 对 应 的 点 X。 

图 形 玉 及 FF, 之 间 的 相互 单 值 对 应 ， 还 可 以 说， 图形 F 
到 图 形 , 的 相互 单 值 电 射 或 到 下 ,的 一 一 映射 。 我 们 举 一 
个 例子 。 

设 图 形 了 是 一 条 直线 ds 而 图 形 了 ,是 一 条 直线 4,， 并 设 
b 是 一 条 与 两 直线 a 和 cl: 相交 的 直线 (图 67)。 任 意 一 条 平行 


于 5 了 的 直线 交 直 线 &z 于 某 点 和 ， ad) p 
个 这 样 的 点 结合 成 点 对 (XX,X,)。 +/ \ 
点 的 这 种 成 对 结合 就 是 两 直线 4 
及 ai 闻 的 相互 单 值 映 射 或 一 一 映 四 6) 

射 。 


平面 卢 身 相互 单 值 映射 到 做 运动 ， 如 果 这 了 映射 保存 距离 
的 话 ， 这 就 是 说 ， 如 果 久 和 了 为 任意 两 个 点 ， 而 立 , 和 了 YY, 分 
别 是 它们 的 对 应 点 ， 那 从 大 了 一 和 了: 。 

运动 的 性 质 

定理 10.1 设 经 过 运动， 三 上 后 4、B、C 变 成 三 点 A,、 
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有; 、 Cs 各 果 AA、 B. C 在 一 直线 上 ， 那么 Ai、 Bi、 Ci 也 在 
一 直线 上 ， 如 果 B 位 于 A 与 C 之 间 ， 那么 B, 也 必 位 于 A 与 Ci 
之 问 。 

证 明 ”假设 4;,、B1、C; 三 点 不 在 一 条 直 线 上 ， 那 么 它 
们 是 三 角形 的 三 个 顶 点。 因此 ，、A,C; 过 4,B1 十 B.C,。 根 
据 运 动 定义 即 可 得 出 :， AC 过 4B+ BC， 然 而 ， 根 据 线段 的 
度量 的 性 质 应 有 :; 4C=AB+ BC， 这 显然 是 矛盾 的 。 所 以 
41;、Bi、Ci 三 点 必 在 一 条 直线 上 。 定理 的 第 一 个 结论 得 
证 。 | : 
现在 证 明 ,B, 点 位 于 41 与 Ci 之 间 。 假设 Ai 点 位 于 ,与 
Ci 之 间 ,; 则 4,B,- 二 4.Cl=B8B,C,, 因 而 4B 十 AC=BC, 但 这 
与 给 定 的 条 件 4B+ BC=AC 相 子 盾 ， 因 此 ，4, 点 不 能 位 于 
8B, 与 Ci, 之 间 。 同 理 可 证 ， 点 Cs 也 不 可 能 位 于 点 4 与 Bi 之 
间 。 由 于 4 、B:,、C :三 点 中 必 应 有 一 点 位 于 其 它 两 点 之 
间 , 所 以 B, 只 能 位 于 4, 与 C1 之 间 , 定 理 的 第 二 个 结论 得 证 。 

设 有 荣 一 运动 ， 即 平面 目 壬 并 且 保 存 距 离 的 相互 单 值 映 
射 。 设 为 这 平面 内 任意 一 个 图 形 ， 当 点 卫 描 出 图 形 时， 
处 的 对 应 点 了 X, 描 出 另 一 图 形 了 F,。 我 们 可 以 说 图 形 P, 是 名 
形 fF 运动 后 得 来 的 图 形 ， PR I 成 图 
形 玉 ,， 全 等 于 FI。 

由 定理 10.1 可 推出 : 经 运动 后 ， 直 线 仍 为 直线 ， 射 名 人 
为 射线 ， 线 段 仍 为 等 长 线段 。 

设 4B3 和 4C 是 从 公共 点 4 引出 不 在 一 条 直线 上 的 : 两 条 
射线 ，: SN 变 成 射线 41B, 和 41C!， 内 为 
运动 保存 距离 ， 所 以 根据 全 等 三 角形 第 三 判 定 法 可 得 出 ; 
eo B.C,， 因 为 这 两 个 三 角形 全 等 ， 又 可 得 出 ， 
BAC= /BiA,C,。 由 此 可 见 ， 经 运动 后 两 条 射线 的 灾 角 
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保持 不 变 . 
关于 直线 的 对 称 ” 设 4 为 一 .条 直线 ， 鲜 为 平面 内 的 一 所 
( 如 图 68 ) ， 过 总 点 作 一 条 重 直 于 ca 的 直线 8， 直线 5 交 直 
线 C 于 点 4。 现 在 按 下 述 规则 画 弄 点 X， 如 果 点 和 在 直线 民 
上 ， 则 点 和 与 点 重合 ; 如果 点 区 不 
在 直线 4a 上, 则 点 XX, 对 直线 & 而 言 ， 
必然 在 另 一 半 平 面 内 , X, 又 在 直线 
上 ， 并 且 4X= 4X， 此 时 ， 王 ;点 是 
巧 点 关于 直线 的 对 称 点 ， 按 此 定 
六， 了 点 也 是 点 关于 直线 a 的 对 
EE 称 点 。 对 于 一 个 平面 自身 映射 ， 如 时 
点 和 和 它 关于 直线 z 的 对 秘 点 并 相 对 应 ， 那 么 这 映射 叫做 
关于 直线 a 的 对 称 变换 ， 或 叫做 关于 直线 a 的 反射 映 条 。 
定理 10.2 关于 直线 的 反射 映 象 必 是 运动 。 

证 明 设 式 和 了 是 任意 两 个 点 ， 基 ;和 了 ,是 点 和 和 了 关于 
直线 4 的 对 称 点 ， 我 们 所 要 证 的 结论 是 了 ,了 ,=X 了 。 现 在 我 
们 先 研究 点 X 和 YY 了 不 在 直线 4 上 ， 也 不 在 怀 直 于 直线 g 的 一 
条 直线 上 《如 图 69 ) 。 

在 直角 三 角形 4BX 和 4BX， 
让， 直角 边 48 是 公 艾 边 , 直 苦 边 
入 4 和 及 ,4 相等 《根据 对 称 定义 得 
册 ) ， 所 以 人 人 48Xc2A4BX，。 
由 此 可 得 ,XB==X,B, /XBA= 
人 人 X1B4, 在 人 XYB 和 和信 X,Y,B 
中 ， XB=X,B, YB=Y,B, 图 69 
LYBX=/Y,BX,, 所 以 A XYBEAXY.B, XY, 
xy, 四 9 
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现在 证 我 们 再 来 研究 其 它 一 些 情况 。 如 果 在 两 点 畦 和 了 
中 有 一 点 在 直线 a 上 ， 或 两 点 均 在 直线 a 上， 或 两 点 部 在 一 
条 垂直 于 直线 a 的 直线 上 ， 辣 理 都 可 以 证 出 X,Y 了 ,= 二 XY。 项 
户 谍 者 自己 证 明 这 些 情况 作为 练习 、。 

例如 :， 经 过 关于 直线 a 的 反射 映 象 后 ， 图 形 玉 变 成 一 个 
新 图 形 政 ,| , 它们 是 在 直线 a 两 边 完 全 重合 的 图 形 ， 这 种 图 形 
叫做 关于 直线 2 的 对 称 图 形 或 轴 对 称 图 形 ， 而 直线 4 叫做 对 
称 轴 。 如 等 采 三 角形 顶 骨 的 平分 线 就 是 这 个 等 腰 三 角形 的 对 
称 轴 ， 获 形 的 两 条 对 角 线 均 为 萎 形 的 对 称 轴 ; 过 和 抢 形 对 角 线 
的 交 操 且 平 行 于 两 组 对 边 的 两 条 直线 均 为 矩形 的 对 称 轴 ; 正 
方形 的 两 条 对 角 线 和 过 对 角 线 交点 平行 于 两 组 对 边 的 直线 均 
为 正方 形 的 对 称 轴 ( 如 图 70 ) 。 


关于 点 的 对 称 ” 设 O 为 平面 上 的 一 点 ， 革 为 任意 一 点 
(如 图 71 ) ， 按 下 面 规 则 来 取 忆 ;点 , 如 果 卫 点 与 O 点 重合 ， 
则 和 ;点 就 是 O 点 5 如果 关 点 不 与 O 点 
合 ， 则 点 1 位 于 与 射线 OX 反 向 的 
射线 上 上， 并且 OX, = 二 OX。 这样 取得 
的 点 和 :为 点 瑟 关 于 0 点 的 对 称 点 。 对 
”平一 个 平面 自身 的 映射 ， 如 果 点 忌 和 


” 它 关 于 0 点 的 对 称 皮 匀 , 相 对应， 那么 这 映射 叫 散 关于 态 0 
的 对 称 变换 。 

定理 10.3 ”关于 点 的 对 称 变 换 是 一 种 运动 

证 明 设 了 和 了 为 任意 两 个 点 ， 而 X, 和 了 为 X 和 了 关 
于 QO 点 的 对 称 点 ， 我 们 所 楼 证 的 是 X,Y 了 , =X 了 了。 现在 让 我 们 
研究 点 了 和 了 不 与 点 0 重合 ， 并 且 不 在 过 点 0 的 同一 直线 上 
的 情况 《 如 图 72 ) 。 

往 信 XOY 与 八 X,O07Y, 中 ， 
XO? 二 人 XI,OY,( 对 顶 角 ) » 
根据 对 称 的 定义 X,.0=X0， 
Y,0=YO， 所 以 作 X0Y 鱼 
八 X,0Y,, 由 此 即 得 X,Y 了 ,= 

2 XY 。 定理 得 证 ， 

在 两 点 和 及 Y 关 于 0 点 的 另 一 些 配置 的 情况 下 ， 同 料 可 
证 和 ;了 :一 XY。 建 议 读者 自己 证 明 这 些 情 况 作 为 练习 。 

如 果 一 个 图 形 经 过 关于 0 点 的 对 称 变换 ， 变 换 前 、 后 的 
图 形 完全 重合 ， 那 么 这 图 形 叫 做 中 心 对 称 图 形 。O 点 叫做 对 
称 中 心 。- 

平行 四 边 形 就 是 一 个 中 心 对 称 的 图 形 ， 对 角 线 的 交点 是 
对 称 中 心 。 

平移 对 于 一 个 运动 ， 共 各 
太 均 沿 平行 线 移动 同一 个 距离 ， 
这 运动 叫 平 移 。 

定理 10.4 不 管 A, 及 A :是 
怎样 药 两 个 点 ， 必 存在 瞧 一 的 一 
个 平移 ,平移 后 点 A, 变 成 点 A ,。 

证 明 如 图 73, 在 直线 4,4， 


pe 4 


外 取 一 点 4, 并 以 O, 和 0, 分 别 表示 线段 4,4 和 线段 4,4 的 中 
点 。 设 于 为 平面 上 任意 一 点 ， 点 XX 为 点 X 关 于 点 01 的 对 称 
点 ， 然 后 取 点 站 :为 点 :关于 O, 的 对 称 点 。 由 于 关于 Oi 点 
的 对 称 变 光 和 关于 0, 点 的 对 称 变换 均 保 存 距 离 ， 所 以 点 X， 
及 点 卫 是 平面 上 对 应 点 的 变换 ， 这 种 变换 称 为 运动 ， 

因为 线段 0,0 ,是 AX:X,X 的 中 位 线 , 所 以 直线 了 XX, 平 行 
于 直线 0;0 , ,并 且 线段 XXX ,等 于 线段 0,0， 的 两 倍 .因此 , 平 
面 上 的 点 必 沿 平行 于 直线 O10, 的 直线 移动 一 个 等 于 2(0,0，,) 
的 距离 ,这 种 运动 叫做 平移 。 经 平移 后 ,点 4,;, 变 成 点 4，。 

现在 让 我 们 来 证 明 平 移 的 唯一 性 ( 如 图 74 ) ， RA 
面 上 任意 一 点 ， 过 久 点 作 一 条 平 
行 于 4,4, 的 直线 ， 并 在 这 条 直 
线 上 截取 线段 XX, 和 线段 XX, 使 
它们 都 等 于 线段 4,4,， 点 六 ,及 
点 X, 分 别 位 于 直线 41X 的 两 侧 。 
为 了 明确 起 见 ， 设 点 站 ,与 点 4， 
位 于 直线 4,X 的 同一 侧 ， 则 点 
,位 于 直线 4,X 的 另 一 全 ， z 图 74 
”” 这样， 在 4, 变 为 4, 的 平移 - 
中 ， 点 了 ,不 可 能 是 点 XX 的 对 应 点 。 用 反 证 法 ， 如果 在 4, 变 
为 4; 的 平移 中 ， 点 和 果真 变 为 点 和 ;( 即 和 ,对 应 于 并 )， 则 下 
线 4,X 将 变 为 直线 4,X,。 直 线 4,X, 及 4A,X 的 交点 B 既 然 位 
于 4,X 上 ， 故 3 可 认为 是 不 动 点 ， 而 8 又 在 4; 和 ;上 上， 根据 平 
移 的 定义 ， 8 又 应 移动 一 个 等 于 4,4, 的 距离 。 这 种 矛盾 就 
证 明了 所 :不 能 是 和 的 对 应 点 。 因 此 ， 闫 只 能 对 应 :， 取 XX， 
是 唯一 的 ， 这 就 证 明了 平移 的 唯一 性 。 定 理 得 证 。 

转动 ”所谓 绕 0 点 转 一 角 中 的 转动 是 指 。 0 点 为 运动 时 
和 00 。 


的 不 动 点 ， 并 且 经 过 点 的 每 一 条 射线 转 一 角 p， 即 过 O 〇 操 
的 射线 和 。 巨 的 对 应 射线 所 天 的 角 等 于 ye。 

定理 10.5 如 果 在 运动 
中 ， 只 有 一 点 保持 不 动 ， 那 
么 这 运动 必 是 转动 。 

证 明 (如 图 75 ) 设 O 
尽 为 运动 由 的 不 动 点 ， 从 点 
CO 引 射线 c: 和 bi， 运 动 后 射 
线 C: 和 8 分别 变 为 射线 ac 和 
2 ， 角 (cp 和 和 角 (csp，) 
为 运动 前 后 的 对 应 和 角 ， 故 两 
角 相 等 。 作 角 (aipi ) 的 平 
分 线 c1:， 作 角 《 a,5,) 的 平 “图 75 
分 线 c, 及 作 角 (cic,) 的 平 
分 线 ， 角 (cic, ) 的 平分 线 以 直线 $ 来 表示 。 

因为 平分 线 c, 和 c, 关于 直线 s 对称 ,并 且 角 (a151) 与 角 
《42222:) 相 等 ,所 以 这 两 角 也 必 关 于 直线 * 对 称 。 这 种 对 称 有 两 
入 方式 ;或 者 射线 41 与 4，、b1 与 9, 为 对 应 射线 ;或 者 4 与 5,、b 
与 4; 为 对 应 射线 ,现在 我 们 来 证 第 一 种 对 应 方式 不 可 能 成 立 。 

在 直线 ?上 取 一 个 异 于 点 0 的 点 D， 过 点 D 作 一 条 与 射 
线 a ,和 b ,相交 的 直线 ， 设 4; 和 了 ,为 交点 ， 这 条 直线 关于 站 
线 的 对 称 直线 交 射 线 4, 及 Bb, 于 点 4, 及 B,。 在 第 一 种 对 应 
方式 中 ， 关 于 直线 5 的 对 称 变换 使 点 4, 变 成 点 4,， 使 点 B1 
变 成 点 B,。 因 OO 〇 点 是 不 动 点 ，04,=04;，0B,=08B,， 
所 以 点 4 与 点 4, 对 应 ，B, 与 B, 对 应 ( 如 运动 定理 所 述 ) 。 

因为 每 一 个 运动 都 保持 点 与 点 之 间 的 距离 ， 及 点 在 直线 
上 的 分 布 次 序 ， OS s 的 对 称 
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襟 换 使 直线 4 83, 上 任 党 点 五 变 成 与 点 卫 重 合 的 对 应 点 。 尤 
其 当 点 局 是 不 动 点 时 也 应 如 此 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 因 为 题 
设 在 已 知 的 运动 中 只 有 一 个 不 动 点 O， 所 以 第 一 种 对 应 方式 
不 可 能 成 立 。 

现在 来 研究 第 二 种 对 应 方式 。 在 这 种 方式 中 关于 5 的 对 
称 变换 使 射线 ge 变 成 5,，、a, 变 成 b,， 于 是 接头 于 S 的 对 称 
变换 ， 角 (cida; ) 对 应 于 角 ( 5.5, ) ， 从 而 两 角 相 等 。 根据 
定义 、 所 给 运动 必 为 转动 。 定 理 得 证 ， 

由 此 定理 可 见 ， 冯 连 对 两 条 相交 直线 进行 两 次 反射 映 象 
必得 到 一 个 转动 。 

事实 上 ， 接 过 对 两 相交 直线 进行 两 次 反射 映 象 ， 返 动 又 

只 有 一 个 不 动 点 ( 两 直线 的 交点 ) ， 根 据 定理 10.5， 这 种 运 
动 是 转动 。 


复习 题 及 练习 题 


41， 说 明 什 么 是 运动 ， 什 么 样 的 图 形 电 做 全 等 图 形 ， 

2. 证 明定 理 10.1， 设 经 过 运动 ， 三 点 4、B、C 变 成 三 点 

= A,、Bi!、C:。 如 果 4、B、C 在 一 条 直线 上 ， 那 么 Ai、 
Bi、Ci 也 在 一 条 直线 上 。 如 果 点 BB 位 于 点 和 4 和 点 C 之 
间 ， 那 么 点 B ,也 必 位 于 点 4, 和 C, 之 间 。 

, 证明 :， 运动 后 ,直线 仍 为 直线 ,相交 直线 仍 为 相交 直线 ， 
平行 直线 仍 为 平行 直线 。 

.说 明 什 么 是 关于 直线 的 对 称 ? 

. 证 明 。 关于 直线 的 对 称 是 运动 ， 

。 证明， 在 图 70 中 ， 虚 线 是 这 些 图 形 的 对 称 轴 ，。 

， 说 明 付 人 么 是 关于 点 的 对 称 变换 ， 
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, 证明， 关于 点 的 对 称 变换 是 运动 ， 

. 证 明 ， 平行 四边 形 对 角 线 的 交 后 是 对 称 中 心 。 

. 什么 是 转动 ? 

.什么 是 平移 ? 

. 证 明 ， 如 果 运 动 时 4、 两 点 是 不 动 点 ， 则 直线 4B 上 


所 有 点 都 是 不 动 点 。 


， 证明 :如果 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 是 不 动 点 ， 则 所 有 品 


都 是 不 动 反 。 


. 证 明 ， 只 需 用 不 多 于 两 次 的 反射 映 象 ， 就 可 使 任何 两 个 


相等 的 线段 重 全 Hs 


.证明 ， 只 篇 用 不 多 于 三 次 的 反射 映 象 ， 就 可 使 任何 两 个 


全 等 二 角形 重合 。 


. 证 明 ， 只 需 用 不 多 于 三 次 的 反射 映 象 ， 就 足够 获得 任何 


运动 。. 


.如果 4 和 如 是 图 形 的 对 称 轴 ， 试 证 关于 直线 了 对称 于 直 


线 a 的 直线 也 是 图 形 的 对 称 轴 。 


.证明 具 有 对 称 轴 的 三 角形 是 一 个 等 采 三 角形 。 
. 证 明 三 角形 不 可 能 有 对 称 中 心 。 
， 证 明 : 如 果 4 和 了 召 是 图 形 的 对 称 中 心 ， 那 么 关于 点 召 对 


称 于 点 4 的 扎 44: 也 是 一 个 对 称 中 心 ， 因 此 这 个 图 形 有 
无 穷 个 对 称 中心 。 

证 有 明 。 关于 两 条 平行 家 线 接 达 进行 两 次 反射 映 象 ， 结 曲 
是 平移 。 

证 明和 六 于 和 及 8B 两 点 接连 进行 J 两 次 对 称 变换 ， 结 果 上 
平移 。 

已 知 一 条 直线 及 直线 外 两 点 4 和 8、 试 在 直线 上 求 出 一 
尽 C， 使 由 点 C 到 4 及 B 两 点 的 距离 之 和 为 最 小 。 研 究 
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下 面 两 种 情况 ， 

1) 对 已 知 直线 而 言 , 4 和 B 两 点 位 于 不 同 的 半 平 面 内 ， 
2) 对 已 知 直线 而 言 ，4 和 B 两 点 位 于 同一 闪 平 面 
内 。 


S 11. 辆 


圆 的 最 简单 性 质 平面 内 ， 和 一 个 定点 等 距 的 点 的 轨迹 
叫做 圆周 ( 简称 圆 ) 。 这 个 定点 叫做 圆心 。 圆 心 到 圆 上 点 的 
上 距离 叫做 圆 的 半径 ， 即 连结 圆心 及 圆 上 任意 一 点 的 线段 叫做 
圆 的 半径 。 连 结 圆 上 两 点 的 线段 叫做 弦 。 经 过 圆心 的 弦 叫 做 ， 
直径 ， 和 

定理 11.1 圆 的 任何 一 条 直径 都 是 它 的 对 称 轴 。 贺 心 是 
它 的 对 称 中 心 。 | | 

证 明 设 2 为 加 的 直径 ， 了 为 加 
上 上 任意 一 点 《如 图 76 ) ， 取 点 和 的 关 
于 直径 a 的 对 称 点 义 ,， 在 直角 三 角 
形 OAX 和 OAX ,中 ， 直 角 边 04 为 公 
共 边 ， 直 角 边 4X= AX,，( 根据 对 
称 的 定义 ), 所 以 AO4Xc2AO4X，， 
因为 两 个 直角 三 角形 全 等 ， 所 以 可 得 。 
出 OX, 二 OX， 即 X 在 加 上 . 因 。 图 46 
此 ， 经 过 关于 直径 的 对 称 变换 ， 圆 周 上 的 各 点 都 对 称 ， 即 直 
径 是 圆 的 对 称 轴 。 

现在 取 点 X, 为 点 关于 圆心 O 的 对 称 点 (如 图 76 ) ， 根 
据 关 于 点 的 对 称 的 定义 可 得 ，OX ,=OX， 邑 和 ,点 在 贺 册 
趟 。 由 此 得 出 圆心 是 圆 的 对 称 中 心 。 定 理 得 证 ， 

定理 11.2 活 直 于 疆 的 直径 平分 这 条 弦 ， 


s 70 * 


证明 ” 设 48 是 已 知 的 一 条 弦 ，C 为 这 条 蓄 的 中 点 《如 
图 77 ) ， 过 ( 点 作 一 条 直径 。 在 和 人 OCA 和 八 0CB 中 ，04= 
QB( 该 圆 的 半径 )、0C 为 公共 边 ，A4C=CB(C 为 4B 弦 
的 中 点 ) 。 所 以 ， 根 据 全 等 三 角形 第 
三 判定 法 得 击 : 和信 0CA 乡 人 OCB， 
天 为 两 个 三 角形 全 等 , 所 以 人 ACO 与 
人 BLU 相等 ， 并 互 为 补 和 角 ，、 即 这 两 
个 角 痢 是 直角 。 由 此 得 出 ， 直径 0C 
J 垂直 于 弦 4B， 且 平分 这 条 弦 。 因 为 
Ee 过 圆心 O 向 纺 A4B 只 能 引出 一 条 恒 线 ; 
所 以 不 存在 其 它 垂直 于 AB 沪 的 直径 。 定 理 得 证 。 

定理 11.3 .任意 弦 不 大 于 直径 ， 只 有 过 圆心 的 弦 才 等 于 
直径 。 _ : : 
证 明 设 48 弦 不 是 直径 ( 如 图 77 ) ， 在 三 角形 40B 
中 ，AB<A0O+0B， 因 为 40 与 BO 是 半径 ， 所 以 弦 48 小 于 
直径 。 定 理 得 证 、 | 

过 口上 一 点 4， 作 一 条 垂直 于 半径 的 直线 ， 这 条 直线 叫 
做 圆 的 过 4 点 的 切线 (如 图 78 ) ，4 点 叫做 切 点 。 

定理 11.4 一 条 切线 与 区 只 有 一 
个 公共 点 ， 即 切 点 。 

证 明 设 了 为 切线 上 异 于 切 点 4 
汐 任意 一 点 〔 请 看 医 78 ) ， 根据 午 线 
与 斜 线 的 性 质 得 出 0B>>OA， 即 点 B 
到 山 心 的 距离 大 于 半径。 由 此 可 得 
出 ;点 了 不 在 圆周 上 。 定 理 得 证 。 < 8 

圆心 角 设 4 和 8B 为 加 上 两 个 点 (如 图 79), 过 4、B 
两 点 作 一 条 直线 ， 这 条 直线 将 平面 分 割 成 两 个 半 平 面 ， 位 于 
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两 半 平 面 中 的 圆 的 两 部 分 都 叫做 园 弧 。 如 果 43 为 直径 ， 那 
公所 分 得 的 圆 弧 都 叫做 富国 ， 

假如 4B 驴 不 是 直径， 我 们 : 
用 如 下 的 方法 来 分 圆 弧 。 在 直线 
4 了 8 所 分 割 的 两 半 平面 中 ， 圆 心 
只 能 在 一 个 半 平 面 内 ， 圆 心 所 在 
的 半 平 面 内 的 贺 弧 叫做 大 于 件 轨 : 
的 圆 弧 ， 而 另 一 圆 弧 叫 做 小 于 牢 ， 
圆 的 圈 弧 。 过 小 于 半 辑 的 圆 绝 上 两 点 所 作 的 半径 与 弦 4B 相 
交 ， 而 过 大 于 半 贺 的 圆 绒 上 两 点 所 作 的 半径 不 与 弦 4B 相 . 
ny 


对 已 知 圆 弧 而 言 ， 在 由 加 心 引 出 的 所 有 射线 之 中 必 有 两 
条 射线 与 贺 弧 两 端点 相交 ， 这 两 条 射线 所 夹 的 角 叫做 加 心 
角 。 图 79 中 所 绘 出 的 圆心 角 射 线 是 大 于 半 男 的 圆心 角 的 射 
线 。 
要 圆心 角度 数 按 下 列 规则 来 确定 。 如 果 圆 心 角 所 对 的 驱 - 
有 了 小 于 半圆 时 ;那么 我 们 就 取 射 线 04 及 093 所 夹 之 角 的 度 
数 作 为 贺 心 角 的 度数 ， 若 圆心 角 所 对 弧 等 于 半 加 ， 即 48 为 
直径 ， 则 圆心 角 的 度数 为 180"5 最后， 如 果 圆 心 角 所 对 弧 大 
于 半 贺 ， 则 圆心 角 的 度数 为 360" 一 a*”， 其 中 a" 是 相应 小 于 半 - 
圆 的 圆心 角 ( 也 称 补 角 ) 的 度数 。 

吗 周 角 ”如 果 角 的 顶点 4 位 于 4 
加 周 角 (图 80)。 直 线 BC 将 圆 分 成 < 
两 个 圈 缴 ， 不 包含 点 4 那个 圆 驱 所 。 


圆 上 ， 角 的 两 条 边 交 圆 于 异 于 点 人 

的 两 点 8 及 C， 那 么 我 们 称 此 角 为 

对 的 圆心 其 是 做 对 应 于 已 知 圆周 角 图 80 
* 72 。 


的 圆心 角 。 在 图 80 中 ， 对 应 于 圆 局 角 的 圆心 角 用 自 圆 心 引出 
定理 11.5 圆周 角 等 于 它 所 对 应 的 辕 心 角 的 一 半 ，。 
证 明 让 我 们 先 研究 有 一 条 边 是 直径 的 圆周 角 ( 如 图 

81 ) 。 在 这 种 情况 下 ， 回 周 角 BAC 所 对 应 的 圆心 角 为 

BOC。 三 角形 4DB 是 一 个 等 臣 三 角 

形 ，O4=0OB， 其 底 和 角 O4B= 

DOB4,BOC 是 A4B0O 的 一 个 外 角 ， 

所 以 ，~BOC= /O04B+ /0B4, 


由 此 可 得 出 人 B34C= 地 人 BOC， 


现在 设 圆 周 角 的 两 条 边 没 有 一 条 
边 是 直径 ， 从 圆周 角 的 顶点 4 引 利 径 
AD， 可 能 出 现 两 种 情况，1 ) 圆周 
角 4 的 两 边 被 直径 4D 分 开 ( 如 图 82) 2 ) 角 4h 的 两边 不 
被 直径 4P 分 开 。 

现在 来 分 析 第 一 种 情况 。 根据 上 面 已 证 的 结论 可 得 


4 么 B84D= 地 LBOD，LCAD= 习 LCOD,。 如果 圆 周 角 
BAC 所 对 应 的 圆心 角 小 于 半圆 ( 如 图 82 一 左 ) ,由 此 可 得 


图 81 


® 7 *， 


出 LB4C= 寺 BOC， 即 园 周 角 等 于 它 所 对 应 圆心 角 的 一 


半 。 | 
如 果 贺 周 角 了 BAC 所 对 应 的 圆心 角 大 于 半圆 (如 图 82 一 
右 ), 则 人 BOD=180°* 一 人 40B, 人 COD=180° 一 人 4A0C， 


由 此 可 得 出 ， 人 BAC= 却 (360" 一 LBOC) ， 即 加 周 角 


人 BAC 等 于 它 所 对 应 的 圆心 角 的 一 半 ， 

第 二 种 情况 ， 当 直径 AD 不 分 隔 回 周 角 4 的 两 边 时 ， 世 
可 用 同 还 证 明 其 结论 。 定 理 得 证 ， | 

由 定理 11.5 可 推出 ， 罕 同 加 中， 如果 所 有 贺 周 角 的 项 点 
都 位 于 AB 直线 所 分 割 的 一 个 贺 源 上 上， 并且 贺 周 角 的 两 条 边 
都 过 加 上 A、B 两 点 的 话 ,那么 这 些 贺 周 角 必 相等 (如 图 83)， 
直径 上 的 圆周 角 为 直角 。 

设 43 为 圆 的 一 条 弦 〈 如 图 84 ) ， 过 4 点 作 圆 的 切线 ， 
切 点 4 将 切线 分 成 两 条 射线 ( 半 切 线 ) 。 半 切线 与 4B 弦 的 
严 角 和 与 半 切 线 在 同一 半 平 面 内 的 圆 弧 4 为 所 对 应 的 圆心 角 
称 为 对 应 角 。 


图 83 图 84 


定理 11.6 续 和 其 端点 的 半 切 线 所 夹 的 角 等 于 此 角 所 
对 皮 的 锅 心 角 的 一 人 
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证 明 先 考虑 与 较 小 圆心 角 对 应 的 六 切线 与 中 所 天 的 角 
( 图 84 ) .在 此 情形 下 ， 半 切线 与 弦 所 夹 的 角 等 于 90" 一 


人 04B， 但 角 04B 等 于 广 (180* 一 人 40B)， 因 此 半 切 线 与 


沪 所 夹 的 角 等 于 才 忆 4OB， 即 等 于 对 应 的 加 心 角 的 一 半 。 
另 一 条 半 切 线 与 弦 所 夹 的 角 ， 是 前 一 条 半 切 线 与 弦 所 夹 的 角 
的 补 角 ， 故 等 于 180° 一 子 人 40B， 而 这 恰好 是 那 个 较 大 部 


心 角 的 一 半 。 定 理 得 证 。 / 
内 切 咒 和 外 接 圈 设 X 为 一点，4BC 为 一 个 三 角形 。 
如 果 对 BC 边 而 言 ， 承 点 与 4 点 在 同一 半 平 面 内 ， 对 A4C 边 而 
言 ， 久 点 与 B 点 在 同一 半 平 面 内 ， 对 : 
AB 边 而 言 ， 苹 后 与 C 太 在 同一 半 平 
面 内 《如 图 85 ) ,那么 我 们 就 说 ,点 六 
位 于 三 角形 4BC 内 ， 圆 心 在 三 角形 
内 ， 并 与 三 角形 三 边 都 相 切 的 圆 叫做 
三 角形 的 内 切 图 ， 
”证明 三 角形 内 切 圈 的 图 心 位 于 
三 角形 三 条 内 角 平 分 线 上 (图 8 ) 。 
设 口 点 为 三 角形 内 切 
圆 的 圆心 ， 因 为 点 O 位 于 三 
角形 内 , 故 对 直线 4C 而 言 ， 
射线 A40 与 4B 位 于 同一 半 平 
面 内 ; 对 直线 4B 而 言 ， 射 
线 40 又 与 射线 4C 位 于 同一 
半 平 面 内 。 因 此 ， 射 线 40O 
从 射线 4B 和 AC 之 间 通 过 。 设 C ,和 B, 为 三 角形 4BC 在 4B 
‘75 。 


和 4C 边 上 与 圆 相 切 的 切 点 ， 在 直角 A4OC: 和 人 403B ,中 ， 

和 斜 边 A0 是 公共 边 ，0C;=0B,，( 同 贺 的 半径 )， 所 以 

八 A0C, 吕 人 入 40B,。 由 此 可 得 出 ，L0OAC,=L04B,。 这 

就 是 说 ， 三 角形 内 切 辆 的 圆心 位 于 三 角形 4 的 平分 线 上 。 

间 理 可 证 ， 内 切 圆 的 圆心 位 于 另外 两 内 角 的 平分 线 上 。 
现在 我 们 证 明 ， 任 刘 三 角形 都 可 作 一 个 内 切 加 。 

作 一 三 角形 两 内 角 的 平分 线 ( 如 图 87)， 两 内 角 的 平分 线 
交 于 一 点 OQ( 证明 三 角形 内 角 平 
分 线 相交 的 方法 与 证 明 三 角形 中 
线 相 交 的 方法 完全 相同 ). 从 0O 点 
向 BC、A4C 及 4B 边 作息 线 0 A、 
08B, 及 0C,， 在 直角 和 俯 40B, 和 
直角 和 A4OC: 中 ， 斜 边 4O 是 公 
共 边 ， 因 为 40 是 BAC 的 平分 
线 ， 所 以 L044B,== 人 0AC,, 改 
八 40B2 八 40C,, 所 以 0B,= 
OC,, 

同 理 可 证 : OC 二 04,。 以 O 为 贺 心 ， 以 04, 为 半径 的 
圆 与 人 4BC 的 三 边 相 切 于 41，Bs、Cs， 即 以 O 为 贺 心 、 
以 0O4, 为 半径 的 圆 是 三 角形 
48BC 的 内 切 圆 。 

过 三 角形 三 顶点 的 贺 称 
为 三 角形 的 外 接 回 . 

求证 ”任意 三 角形 都 有 | 
一 个 外 接 贺 . 人 

证 明 设 4BC 为 一 已 
知 三 角形 ( 如 图 88 ) ， 过 三 
ae TT6 »。 


图 87 


ME mp jp = i 


sy 


角形 两 边 4B 和 4C 的 中 点 分 别 作 垂 线 ， 这 两 条 垂 线 必 交 于 一 - 
点 0 。 用 反 证 法 证 明 ， 如 果 两 条 垂 线 OC: 和 OB，; 不 相交 而 
互 为 平行 ， 那 么 垂直 于 它们 的 直线 48 及 BC 也 将 平行 ， 可 是 
实际 48 与 4C 相 交 于 4 点 。 

因为 直角 三 角形 AOB ,与 直角 三 角形 C0O8B, 全 等 ， 可 得 
出 O04=0C， 又 因 直 角 三 角形 40C, 与 直角 三 角形 BOC, 全 
等 ， 即 可 得 出 04= 03。 因 此 ， 以 0 点 为 圆心 ， 以 04 为 半 
径 的 贺 必 经 过 三 角形 4BC 的 三 顶点 ， 所 以 这 个 圆 就 是 三 和 角 
形 的 外 接 辐 ， 

例题 已 知 一 圆 ， 其 圆心 为 0 ， 试 从 加 外 已 知 点 A 向 大 
作 切 线 。 

解 〈 如 图 89)， 以 线段 O4 
圆 与 已 知 圆 的 交点 ， 央 为 人 LOB4 
和 人 OCA 都 是 直角 (定理 11.5)， 
所 以 直线 48 和 AC 就 是 所 要 求 作 
的 两 条 切线 ， 图 89 


复习 题 及 练习 题 


工 。 什么 梓 的 图 形 叫 做 区 ， 什么 是 圆心 ， 什 么 是 半径 ， 什 各 
是 弦 ， 什 么 是 直径 ， 

2. 证 明 任 意 一 条 弦 都 不 可 能 大 于 直径 ， 只 有 过 阅 心 的 弦 才 
等 于 直径 。 

3。 证 上 明 :， 重 直 于 弦 的 直径 必 平 分 这 条 弦 。 

4. 证 明 直 径 是 圆 的 对 称 轴 ， 圆 心 是 辑 的 对 称 中 心 。 

5。 说明 什 么 是 圈 弦 ， 什 么 样 的 圆 弧 是 小 于 半 贺 的 弧 ， 什 么 
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样 的 圆 珀 是 大 于 半圆 的 弧 ，? 


.什么 是 已 知 图 弧 所 对 的 圆心 角 ? 
。 如 何 度 量 圆心 角 ? 


什么 样 的 角 思 做 圆周 角 *? 什么 社交 外 是 基 同 角 所 对 应 的 


圆心 角 ， | 
.证 明定 理 : 贺 周 角 等 于 它 所 对 应 的 圆心 角 的 一 半 。 
- 证 明 芒 和 其 问 所 的 半 切 线 所 夹 的 角 等 于 此 角 所 对 应 的 贺 


心 角 的 一 半 。 


。 说 明 什 么 禅 的 点 叫做 三 角形 内 的 点 ， 什 么 其 的 贺电 做 三 


角形 的 内 切 圆 ? 


. 证 明 在 任意 三 角形 内 都 可 作 一 个 内 切 圆 ， 内 切 圆 区 心 位 


于 三 内 角 的 平分 线 上 ， 


.什么 标的 加 叫做 三 角形 的 外 接 圆 ? 


ltr te ey 


. 如果 一 条 直线 与 网 有 一 个 公共 点 ， 这 个 点 又 不 是 切 点 ， 


试 证 明 这 条 直线 与 这 个 圆 还 有 一 个 交点 ， 


, 证 明 一 条 直线 与 一 个 圆 不 可 能 有 三 个 交点 。 
， 已 知 一 个 圆 的 半径 ， 求 作 与 已 知 角 两 边 相 切 的 圆 。 
.已 类 一 个 圆 的 半径 ， 求 作 与 两 个 已 知 阅 相 切 的 圆 。 玫 题 


最 多 能 有 几 个 解 ? 


.从 已 知 碟 4 同 过 已 知 点 了 的 直线 作 算 线 ， 求 慌 足 的 二 
,已 知 三 角形 的 底 48 和 在 顶点 C 的 角 ， 永 三 角形 项 上 


C 的 轨迹 。 


.已 知 三 角形 底 边 为 4B， 顶 角 为 C 及 底 边 4B 上 的 高 ， 求 


作 三 角形 4BC. 
从 办 上 已 知 一 点 作 弱 ， 求 各 弦 中 点 的 轨迹 ，。 


2 TS ee 


22. 


23. 


2 5 


20. 


J 


4BC 为 一 个 三 角形 , 求 作 与 其 边 48B8、AC 和 和 BC 相 切 的 
贺 。 试 问 这 种 圆 能 作 几 个 ? 

两 疗 相 交 于 4 上 避 和 8B 后 ， 过 8B ll 
点 和 了 点 ， 求 证 人 XAY 为 常数 。( 即 角 XAY 的 值 不 因 


. 百 线 XY 变 而 变 ) 直 
24， 


如 果 西 四 边 形 各 顶点 在 同 贺 上 ， 则 这 个 下 四 边 形 称 为 车 

内 接 四 边 形 ， 证 明 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 互 补 。 

证 明 从 辣 外 一 点 4 向 圆 所 作 的 两 条 切线 48B 和 AC 长 度 相 

竺 《 请 看 图 89 ) 。 

如 时 凸 四 边 形 各 边 共 切 于 一 圆 ， 则 这 个 廿 四 边 形 为 圆 的 

外 切 四 边 形 。 证 明 阅 的 外 切 四 边 形 两 组 对 边 之 和 相等 。 

Dt 从 圆 外 一 点 向 圆 所 作 的 两 条 切线 长 相等 ， 请 参 
复习 题 25, ) / 

et 三 角形 内 任意 两 点 间 的 距离 必 小 于 三 角形 的 最 大 
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$ 12。 相似 三 角形 
相似 三 角形 的 基本 判定 法 “如 果 在 A4BC 和 A4,B,C， 


pp B=/B,, Cn 
AB AC BC 


了 
人 


则 A_4BC 和 和 人 4,C, 称 为 相似 三 角形 。 
简 而 言 之 ， 两 个 三 角形 ， 如 果 各 角 对 应 相等 ， 对 应 边 成 


比例 ， 这 两 个 三 角形 称 为 相似 三 角形 。 相 似 用 符号 “< 表 


i 


二 述 情 形 可 表示 为 A4BCcoA4:B:6Gi。 
定理 12.1 A 人 ABC 和 和 人 A,B;C, 中 ， 如 果 A 一 一 Ai， 


。79 。 


了 B= 一 B:， 则 人 A 人 ABC- 人 A, BC . 

证 明 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 180" 因为 人 4= 人 4,， 
人 B= 人 By 所 以 人 C= 人 C,。, 现 在 证 明和 八 4BC 和 和 八 A1B,Ci 
的 对 应 边 成 比例 。 

在 射线 4B 上 截取 等 于 41B ,的 线段 48B,( 如 图 90 一 左 )， 
我 们 明确 地 设 48B 志 4,8,，, 过 B, 点 作 B8C 的 平行 线 与 射线 4C 
交 于 一 点 Ce， 两 平行 线 BC 和 B,C, 被 直线 4B, 所 截 ， 同 位 
角 相 等 ,故人 人 4BC= 人 4B,C,。 又 因 人 人 B,AC,= 人 BAC1 
《定理 的 已 知 条 件 ),， 而 4B,=A,B,, 4BC = 4,BiC， 
( 根据 作 图 )， 所 以 A4B,C,;2A4;8;C。 由 此 可 人 得， 
AC = dC 


在 射线 4B 上 截取 较 短 的 线段 4P,， 使 了 二 答 - 和 


的 


商 不 是 整数 ( 如 图 90 一 右 ) ， 在 射线 .43 上 取 点 了 ,，P 了 ,， 
~，Ps， 使 4P;= 二 KAP,. 设 n 为 4B 除 以 4 了 ,的 整数 商 ， 


图 90 


更 为 4 也 , 除 以 4P, 的 整数 商 。 因 为 4B<4.B,， 则 ? 起 nn 
于 是 点 了 位 于 点 P， 和 把 w+1 之 问 ， 点 了 :位 于 点 卫 。 和 点 Peia 
之 间 。 因 此 ， 


es SO as 


NnAP,<AB<(n 十 1)4P，， 
mAP ,<AB,<(m+i+1)AP,., 


wh 
一 2 < z (1) 


过 后 Pi， P,, ee 和 下 BC 的 平行 线 。 根据 定理 9.8， 
这 些 直 线 与 4C 相 交 于 点 Q1，08，， 从 5 并 且 线 段 40 1， 
CC QQ 3，… 部 相等 。 点 C 位 于 点 CQ 和 点 Qu 之 间 ， 和 而 
反 C 2 位 于 点 Qs 和 点 Qa+1 之 间 ， 因 此 
nAO,<AC<(n+1)4A0,, 
mAO .<AC,<(m+1)4A0,. 


i 
0 (2) 


二 二 ~ 


由 不 等 式 ( 1 ) 和 :( 2 )， 显然 可 见 -8 这 和 之 差 必 


1 十 六 1 十 1 _ nn z+m+1 
小 于 mm 二 1 而 1 说 十 二 ;( 吉 十 1) ~ 
2m+2 _2 
m(m 十 1) tr” 


AB ，4C 

因此 于- 和 并 C- 之 差 不 大 于 高-。 
知 果 才 取 的 线 有 4P 充 分 小 ， 则 呈 信 必 相 当 大 ， 而 们 
必 非 常 小 ， i 和 了 -之 差 则 将 特别 小 ， 其 差 可 小 至 使 


。 81 。 


Pw / 
AB AC 
AB, AC, 
为 4B ,= A4， BbB,, 而 A4C,=A,Ci, 
天 AB A | 
AiB A Ce 


同 理 可 证 ， 
4C _ BC 
AiC! BC’ 


定理 得 证 。 


相似 三 角形 的 其 它 判定 法 
定理 42. 2 如 果 在 三 角形 ABC 及 三 角形 A,B,C， 中 ， 


AB AC 
A= 人 A A,B, ~ AC (3) 


囊 A 人 ABC- 人 A,B,C，。 
”证 了 明 作 一 个 三 角形 .4,8,C,， 使 4,8B,=4,8， 
ZL4, = 了 A，/B,= 人 B。 根据 定理 12.1， 可 得 出 ， 
和 俯 4BCc 八 4,B,C,， 因 此 得 出 ， z 
| 7 ER Ce 
因为 4,B, 一 4 名，， 从 等 
得 出 AC,=A,C 
现 定 证 明 MA.BC, 与 入 A3B;C; 全 等 在 八 A1,B.C 
和 入 4,B,C; 中 ，41B, = A,B,( 作 图 的 条 件 ) 41C ;一 4,C; 
( 因 LA=4i， AABC 


起 (3) 和 (4) 


(前 面 已 证 )， 41= 人 4 


2 *. 


雷 
一 mm 人 


Pa Pe ) 各 
因为 和信 4BC 与 和 人 4,8,C, 相似 ,而 八 4,B,C, 生 
人 4,B,C,， 所 以 A43CcoA4,B,C,。 定 理 得 证 。 
定理 12.3 如 果 在 人 ABC 和 人 A,B:C, 中 ， 
AB AC BC [5 


则 和 人 ABCc" 人 人 ABC，。 

证 明 作 一 个 三 角形 sbity 使 A,8,=A4,8.,， 
ACs=ACisAA,= /人 4. 根 狂 定理 12.2， 

得 出 : 人 Ad4BCcoA4;B:C，， 


从 而 得 出 : 
4C BC 
HC BC, Sa 


因为 4,C,=AiCi， 故 从 等 式 (5) 和 (6) 可 得 
8,C ,二 B.C1。 现 在 根据 全 等 三 角形 第 三 判定 法 、， 我 们 可 得 
知人 4,8B,C, 全 等 于 八 4,B,C,， 央 为 人 ABCco 八 4,B,C,， 
而 人 和信 4,BsCs 主 人 4A1B1C1， 所 以 人 A4BCoo 八 41B1C1。, 定 
还 得 证 . 

三 角形 内 成 比例 的 线段 

定理 12.4 任意 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 等 于 两 条 直角 边 
在 糙 边 上 射影 的 几何 平均 数 ， 而 每 一 条 直角 边 又 等 于 斜 边 与 


这 条 直角 边 在 斜 边 上 射影 的 几何 平均 数 。 

证 明 设 4BC 为 已 知 的 直角 三 0 
角形 ， 人 C 为 直角 (如 图 91), CD 为 斜 
边 4B 上 的 高 。 因 为 CAD 与 BCD AN 
都 是 4BC 的 余 角 ,故人 C4D=-B /4 D 2 
CD 根据 定理 12.1, 得 出 直角 三 骨 形 - 图 91 
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CAD 与 直角 三 角形 BCD 相 似 。 由 此 得 出 ， 
DD AD 
: BD CD 
从 而 得 出 : (CD)?= 4D.: BD,， 即 CD=w 4D.3D 
定理 的 第 一 个 结论 得 证 。 
因 和 俯 BCDoo 和 BAC， 所 以 
AB CB 


CB BD* | 
由 比 得 出 ，〈C3B3) 一 4B.BD， 即 CB=x 4B.BD. 同 


理 司 证: 4C=M4B.'AD。 定理 的 第 二 个 结论 得 证 。 

定理 12.5 在 三 角形 ABC 中 ， 角 A 的 平分 线 AD 将 BC 边 

分 割 成 的 线段 与 AB 和 AC 边 成 比例 ， 即 
AB _ A< 
BC CD * 

证 明 设 ABC 为 已 知 三 角形 (如 图 92)，AD 为 人 .4 的 

平分 线 , 从 A4BC 的 两 顶点 B、C 分 别 向 直线 4D 引 垂 线 了 了、 
CF, 在 人 BED 和 人 和 八 CFD 中 ， /CFD= LBED=90°, 而 
人 FDC= AEBEDB( 对 项 角 相等 ) ， 
所 以 ABEDcoAcCFD。 
在 AB4BB 和 和 AC4FP 中 ， /AEB 
= /APC=60°, 而 LBAE= /CAF 
( 4D 为 BAC 的 平分 线 )， 所 以 
NBAEwACAF.,. | 

由 于 三 角形 BED 和 三 角形 CFD 
相似 ， 可 得 : 


ee 84 。 


由 于 三 角形 B4E 和 三 角形 C4FF 相 似 ， 可 得 * 


BE _ AB 
CF AC™* 
由 上 面 两 式 可 得 思 ， 
BD 4P 
CD pS 
定理 得 证 。 
交 弦 定理 和 切割 定理 


定理 12.6 两 弦 相 交 ， 各 弦 让 训 点 所 分 成 的 两 线段 之 积 
相等 。 就 是 说 ， 如 时 两 蓄 AB8 和 CD 相交 于 S 点 ， 则 A3.B3= 
CS.DS( 这 个 定理 叫 交 弦 定 理 ) 。 

证 上 明 ”如 图 93， 连 织 直 线 BD, 对 直线 BD 而 宣 , 感 44 和 点 
C 位于 同一 半 平 面 内 ， 即 点 8 所 
在 的 半 平 面 内 。 由 此 可 各 ，A4、 

C 两 点 都 在 BD 弦 分 割 的 两 弧 中 
的 同一 个 弧 上 ，, 圆周 角 ~DCB 和 
DAB 相等 ( 辣 弧 所 对 的 圆 癌 角 
相等 )。 同 理 我 们 可 得 人 人 4BC= 
人 人 4DC 。 根 据 定理 12.1 可 判定 ， 图 93 
和 俯 ASDcr 信 C$B ,由 此 可 得 ， 

Ds As 
: BS Cs’ 

即 AS.BS=C5.DS. 

定理 得 证 ，。 : 

定理 12.7 基线 两 线段 之 积 等 于 切线 的 平方 。 项 ， 出 中 
外 一 点 3S 作 贺 的 一 条 割 线 和 一 条 切线 ， 划 纺 交 图 于 A 和 B 两 
点 ， 切线 切 贺 于 一 点 Gy 由 
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AS.'.BS= (CS) (这 个 定理 叫 切 制定 理 ) ， 
证 明 ”如 图 94， 对 切线 CS 而 言 ， 圆 在 同一 半 平面 内 ， 
因而 点 4 和 加 不 能 被 点 8 分 p 
隔 。 为 了 明确 起 见 ， 设 点 如 as 
在 点 4 和 点 8 之 间 ( 如 图 所 

示 ) 。 
A A 

角 S 为 公共 角 ， 人 LCAB= es 

人 BCS ( 都 等 于 同一 个 圆心 

角 的 一 半 ) ， 所 以 人 SAC 和 ASsCB 相似 。 


CS _ 33 
AS SC 
由 此 得 出 ， AS:BS=(CS)? 


定理 得 证 ， 

由 定理 12 .7 推论 得 出 ， 从 加 外 一 点 到 画 引 诸 割 线 ， 各 着 
线 全 长 各 它 在 国外 部 分 之 积 相 等 ( 这 个 定理 蚜 审 线 定理 ) 。 

直线 和 圆 相交 

定理 12.8 已 知 一 个 圆 ， 其 圆心 为 0， 半 径 为 R， 直 线 a 
与 圆心 的 距离 为 h 。 如 果 h>R， 则 直线 .a 与 贺 不 相交 ; 如 
果 h=R， 则 直线 a 与 加 相 切 ;如 果 h<R， 则 直线 a 与 加 相 
交 于 两 点 . : 

证 明 假如 有 之 有 ， 则 直线 上 任意 点 与 圆心 0 的 距离 都 
大 于 及 ,可 见 , 直 线 上 任意 点 都 不 可 能 在 圆周 上 ， 即 直线 与 圆 
不 相交 ， 

假如 下 = 只， 从 圆心 向 直线 作 一 垂 线 ， 重 足 必 在 圆周 
上 。 根据 切线 的 定义 ， 可 得 出 : 直线 在 这 点 与 圆 相 切 。 

现在 我 们 分 析 ， 当 过 天时 的 情况 (如 图 95 ) ， 作 直线 
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04 的 重 直 线 4 ， 在 直线 c 
上 上 上， 以 4 点 为 端点 截取 线段 
4AD, 和 AD,， 使 线段 4D, 和 
AD, 均 等 于 MV Rr 一 h7， 因 
于 QOD, 二 0D,, 以 0 为 圆心 ， 
以 QOD, 二 0D, 为 半径 作 一 
圆 ,直线 a 与 此 圆 交 于 D, 和 
万 ;两 点 。 

现在 我 们 计算 所 作 圆 的 
半径 。 以 X 表示 其 半径 ， 根 
据 定 理 12.6 得 出 ;4B.4C= 
AD,.AD,=R? 一 入 .因为 04= 肪 所 以 4B=x-hAC= 
Xx 十 h。 因 此 得 由 ， 

(x— h(x 二) =x hi= Rh’, 

印 XY 一 R 

四 此， 所 作 的 圆 与 已 知 圆 完全 重合 ， 改 已 知 圆 与 直线 巡 
相交 于 D,、DD, 两 点 。 - 

除 Di1 及 DD, 两 点 外 ,直线 a 写 已 知 圆 不 能 再 有 其 它 交点 。 
用 反 证 法 ， 假 如 还 有 一 个 交点 , 设 为 P,, 则 点 P| 关 于 直径 BC 
的 对 称 点 卫 , 也 将 位 于 圆 上 。 由 定理 12.6 可 得 4P,.AP,= 
4D,.4D,。 因为 4D,=4D,，4P,=4P,， 故 4P,=4D ， 
这 就 是 说 ， 点 了 ,或 与 D, 重 合 ， 或 与 D, 重合 。 定 理 得 证 ， 

两 个 作 图 题 
” 例题 已 知 三 条 线段 a.b,c, 求 作 线段 

Fe 


关 一 全 
a 


解 ” 从 任 一 点 0 作 两 条 不 在 一 条 直线 上 的 射线 及 g 
» BT 3 


图 95 


( 如 图 96 ) ， 在 射线 乡 上 稚 取 两 线段 ，04= ac，0OB= b 
“在 射线 4 上 截取 线段 OC= c， 


8 p ” ”连结 直线 4C，, 再 过 B 点 作 AC 的 
1 平行 线 与 射线 4 交 于 点 九 。 因 为 
本 人 04Cco 八 0BD, 故 可 有 
OD 038B 
( Di OC OA4? 
图 96 由 此 得 8 
\ _OB:OC be 
> i 
例题 ab 为 两 条 已 知 线段 ， 求 作 线段 
YX=wWab， 


解 ”在任 一 直线 丸 上 取 一 点 C， 以 上 C 点 为 端点 在 直线 放 
土 疝 CC 点 的 两 侧 截 取 线 段 C4 和 
CB, 使 C4=z，CB=8 (如 图 
97 ) ， 抽 以 线 绩 48B 为 直径 作 一 
圆 ， 过 点 C 作 .43 的 垂 线 ， 垂 线 
与 圆 交 于 Dj, 及 D, 两 点 。 因 为 
CD =CD,, 而 CD, ,CD,= 4C. 
BC=ab， 所 以 线段 CD, = Nab. 图 97 

相似 图 形 同位 相似 《简称 位 似 ) 

相似 变换 指 的 是 平面 自身 的 相互 单 值 映射 ， 在 映射 时 ， 

平面 中 的 任意 两 点 和 了 分 别 与 平面 中 的 了 及 Y ,相对 应 ,并 


i XY 
且 比值 元 元 ~ 为 常数 ， 即 元 -的 比值 不 因 所 取 点 并 及 了 的 
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朗 化 而 变化 ， 这 个 比值 叫 粗 似 系 数 ， 
区 的 对 应 点 区 : 撒 出 图 形 忆 ,有 与 Ri 叫 相 似 图 形 。 

设 0 为 平面 上 任意 点 ， 对 于 平面 上 每 一 后 XX， 我 们 按 
下 述 规 则 提出 一 所 XX 与 之 对 应 。 如 果 羡 重合 于 0， 闭 么 取 
和 :为 0 如 果 和 异 于 O ,那么 取 Xi 位 于 射线 OX 上 ,并 距 0 扣 
k-OX， 即 OX, =='OX。 如果 点 是 与 筷 立 ! 在 平面 上 以 这 种 
方式 相对 应 的 话 ， 那 么 这 种 平面 的 自身 映射 叫做 同位 相似 ， 
点 0 叫 位 似 中 心 ， 而 系数 大 加 位 似 系数 ， 

定理 12.9 位 似 是 一 种 相似 变换 ， 

证 明 设 关 及 了 是 平面 上 与 点 O 


不 在 一 条 直线 上 的 任意 两 点 (如 图 ” : 
98) ,在 AOXY 和 AOXY :中 ， 和 人 0 和 
是 公共 角 ， 而 

OX, _ OF, 

20 ~ O07-h 3 


图 98 
所 以 人 AOXYco 人 OX ee : 


eld 三 角形 相似 可 得 出 : 无 沦 如 何 取 点 奖 和 了 ， 比 人 
“总 等 于 一 个 常数 上 . 当 点 0 ,X ,了 在 同一 条 直线 上 时 ， 
nt 
”相似 变换 与 8 10 中 运动 相同 ， 具 有 如 下 两 条 性 质 ， 
1. 直线 的 相似 变换 仍 为 直线 ， 射 线 的 相似 变换 仍 为 身 
线 ， 线 段 的 相似 变换 则 仍 为 线段 ， 
2. 棉 似 变 痪 保持 两 条 射线 的 夫 角 不 变 。 


e 名 已 « 


复习 是 及 练习 是 


， 件 么 样 的 三 角形 台 作 相似 三 角形 ? 
.相似 三 角形 的 基本 判定 法 是 什么 9? 证明 这 个 相似 判定 


法 。 | 
. 证 明 。 如 果 在 人 48C 和 八 4,B1C1 中 ， 人 4 二 人 41， 而 
AB _ AC \ 

A MiCr 


那么 人 4BCcoA4DBC， 


.证 明和 如果 一 个 三 角形 的 三 条 边 和 男 一 个 三 角形 的 三 条 


边 成 比例 ， 则 两 个 三 角形 祖 似 。 


, 叙述 并 证 明 :， 直角 三 角形 中 成 比例 线段 定理 ， 
.证 明 三 角形 顶 角 平分 线 将 底 边 分 割 的 线段 与 另 两 边 成 比 


例 。 


， 叙述 并 证 明 关于 交 弦 线段 乘积 的 定理 。 
.由 图 外 一 点 ， 引 一 条 切线 和 任意 一 条 割 线 ， 试 证 明 ， 伸 


线 全 长 与 它 在 图 外 部 分 的 乘积 等 于 切线 的 平方 。 


4 已 知 一 圆 的 圆心 为 0， 半径 为 RE， 点 5 与 圆心 的 距离 小 


于 R， 试 证 明 ， 过 点 8 的 任意 直线 与 已 知 圆 都 有 两 个 交 
AT 


.什么 叫 相 似 变 换 ? 什么 样 的 图 形 叫 做 相似 图 形 ? 试 证 明 
贺 的 相似 图 形 仍 是 一 个 图 ， 
， 什 么 叫做 局 位 相似 《 即位 似 )? 什么 电位 似 中 心 ? 什么 


咱 伍 似 系 数 ， 


. 证 明 位 似 是 一 种 相似 变换 。 
， 旭 采 人 4BC 和 和 ABC4 相 似 , 试 问 A4BC 各 角 为 多 少 度 ? 


站 人 


16. 


17. 


18, 


1 


20, 


21,， 


22.， 


.证明 如 果 琴 个 等 腰 三 角形 的 项 角 对 应 相等 ， 那 人 这 两 


个 三 角形 相似 ， 


. 等 腰 三 角形 的 顶 角 为 36*， 证 明 ， 这 个 等 腰 三 角形 一 抵 


角 的 平分 线 把 这 三 角形 分 成 两 个 ， 其 中 一 个 和 原 三 角形 
相似 。 
直人 十 三 角形 的 直角 平分 线 把 斜 边 分 成 两 条 线段 ， 和 而 线段 
的 比 是 m :tw ， 试 证 ， 从 直角 顶点 到 斜 边 上 的 高 把 斜 边 分 
成 两 条 线段 的 比 是 m:n?、 
巨 知 三 角形 4BC， 三 角形 CC 外 角 的 平分 线 与 4B 边 延 
长 线 交 于 吕 点 ， 证 明 ， 

AD _ AC 

BD BC " 
设 点 C 到 已 知 点 4、B 的 距离 之 比 是 一 个 不 等 于 1 的 党 
数 ， 证 明 C 点 的 轨迹 是 一 个 圆 、( 提示 和信 48C 中 ， 
项 点 C 的 内 、 外 人 角 平分 线 互 相 迁 直 ， 无 论 如 何 取 满足 条 
件 的 C 点， 在 C 点 的 内 、 外 角 平 分 线 与 直线 4B 总 交 于 
两 个 固定 点 ) 。 
作 线 段 

本 abc 
de ” 

其 中 ; a,.b.c,d、e 是 已 知 的 线段 ， 
作 一 条 等 于 MVM a 一 经 的 线段 ， 其 中 4 和 5 是 已 知 的 线 
段 ， 但 4 这 68， 
用 几何 方法 证 明 不 等 式 : 

V ab <2+ 7., 


凸 四 边 形 对 角 线 的 交点 把 对 角 线 各 分 成 两 个 线段 ， 如 果 
被 交点 所 分 成 两 线段 的 乘积 相等 ， 证 明 这 个 四 边 形 内 接 
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一 于 图 ， 

23. 已 知 两 条 相交 直线 ， 试 求 到 这 两 条 直线 距离 的 化 是 一 个 

” 肖 数 的 点 的 轨迹 ， 

24. 作 一 个 三 角形 具有 已 知 的 周 长 并 和 一 个 已 知 三 角形 相 
似 ， 

25. 已 知 线段 ， 


oty, b=/ (a>b), 


求 作 线段 xx 和 了 。 

26、 试 作 三 角形 4BC 内 接 正 方形 ， 使 正方 形 的 一 边 位 于 AB 
边 上 ， 并 上 且 正 方形 的 为 外 两 个 顶点 各 在 AC 边 和 BC 边 
Be 

27. 求 作 一 国 使 过 一 个 已 知 点 并 与 两 条 已 知 相交 直线 相 切 。 


S 13 。 匀 股 定理 及 其 应 用 

勾 股 定理 ( 即 毕 达 哥 拉 定理 ) 四 

定理 13.1 直角 三 角形 余 边 的 平方 等 于 两 条 直角 边 的 平 
方 和 。 

证 明 设 4BC 是 一 个 直角 三 角形 ， 了 人 C 是 直角 ( 如 图 
99 ) ， 由 点 C 向 斜 边 作 一 条 秋 线 / 
CD， 首 先 证 明 垂 足 也 位 于 点 4 
和 点 了 之 间 。 

假设 点 了 确实 位 于 点 4 和 点 
刀 之 间 ， 此 时 相 邻 的 两 个 内 角 
了 了 ABC、ADBC 应 是 两 个 锐角 ” ” 图 9%9 
这 显然 是 不 可 能 的 。 同 理 可 证 ，: 四 
点 4 也 不 可 能 位 于 点 了 和 点 也 之 闻 。 由 此 可 知 ， 点 万 必 们 于 
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成 本 和 点 8 之 闻 。 现 在 根据 定理 12.4 名 知 ， 


AC*=AD.:AB, 
BC’*= BD.: AB, 
两 等 式 相 可 可 得 : 


AC:+BC’= AB(AD+DB). 
因为 点 DD 科 于 点 4 和 8B 之 间 , 所 以 4D+ DB= 48B， 因此 本 得; 
AC?+BC’= AB:. 

定理 待 证。 

定理 13.1 叫 做 色 股 定理 ， 

所 三 角形 各 浪 之 间 的 关系 直角 三 角形 才思 做 人 三 角 
形 ， 

定理 13.2 在 任意 的 斜 宇 角形 中 ， 钱 角 对 边 的 平方 ， 禾 
RT I RO 
的 射影 的 张 积 的 两 倍 ， 

证 明 设 4BC 是 一 个 已 知 的 钝 角 三 角形 ， 人 《为 好 站 
(如 图 100 ) ， 从 顶点 4 回 BC 边 
作 玛 线 4D， 首先 证 明 ， 扩 CC 位 
于 点 8B 和 点 D 口 之 间 。 事 实 上 ， 如 
末 扣 CC 不 在 点 BB 和 扣 D 之 间 ， 则 
直角 三 角形 4DC 中 的 人 ACD 是 
一 个 钝 角 ， 这 显然 是 不 可 能 的 ， 
因此 ， 操 CC 位 于 点 B 和 点 吃 之 闻 ， 

应 用 勾 股 定理 于 直角 三 角形 4DB 及 ADC。 可 得 ， 

AB’= AD’: + BD’, 
AC’:= AD’?+DC’, 

两 等 式 相 减 ， 可 得 ; 
AB’— AC’= BD’— DC!’, 
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因为 点 5 位 于 点 B 和 点 DD 之 闻 ， 天 BD=B8C+DC， 

将 BD’= (8C++DC) 代入 已 得 出 的 等 式 中 ， 化 简 即 得 : 
AB’:= AC’:+ BC’+2BC.:CD, 

定理 得 证 。 

定理 13.3 在 任意 的 斜 三 角形 中 ， 锐 角 对 边 的 平方 ， 等 
二 其它 两 边 平 方 的 和 ， 溅 去 两 边 中 一 边 与 另 一 边 在 它 上 看 的 
调 影 的 汇 积 的 两 售 ， 

证 明 设 4BC 是 一 个 已 知 的 三 


角形 ， 人 CC 是 一 个 说 角 ( 如 图 101)， 4 
过 4 点 向 BC 边 作 垂 线 4D, 首 先 证 明 ， z 
点 C 不 分 隔 点 8 及 点 DD, 假 如 事实 与 此 
相 及 , 即 点 CC 位 于 点 8 了 和 点 D 之 间 , 则 A 了 3 
在 直角 三 角 中 人 ACD 的 外 角 应 是 一 
个 锐角 。 这 显然 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 
或 者 刀 点 位 于 C、3 点 之 间 ， 或 者 了 8 点 位 于 C 、 呈 点 之 间 。 
为 了 明确 起 见 ， 设 点 品位 于 点 C 和 点 了 3 之 间 (如 图 101 所 
示 ) 。 应 用 勾 股 定理 于 直角 三 角形 4DC 和 ADB ,可 得 : 
AB’:= BD’:+ AD’, 
AC:=CD’:+AD?’. 
两 等 式 相 碱 ， 可 得 : \ 
AB’:— AC’:=BD:— CD!’, 
因为 点 DD 位 于 点 8 和 点 C 之 间 ， 则 BC=BD+CD， 即 
BD= BC 一 CD, 将 BD*=(BC 一 CD) 代入 已 得 的 等 式 中 ， 
化 简 即 得 : 
AB’= AC*+BC:—2BC.CD. 
假如 点 8B 位 于 点 C 和 点 DD 之 间 ， 证 法 相同 。 定 理 得 证 。 
平行 四 边 形 各 边 与 对 角 线 之 间 的 关系 
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图 101 


定 勾 13.4 在 任意 平行 四 边 形 中 ， 两 条 对 角 线 平方 的 和 
等 于 平行 四 边 形 各 边 平 方 的 和 ， 
证 明 ” 设 A4BCD 是 一 个 平行 四 边 形 ，AC 和 BD 是 对 角 
线 ， 假 如 平行 四 边 形 是 一 个 和 矩形 ( 如 图 102 一 左 )、 则 根据 
勺 股 定理 可 得 ; 
AC’= AD’: +DC!’, 
BD’=BC’?+DC’, 
两 个 等 式 相 加 ， 并 将 DC=AB 代 入 即 得 出 ， 
AC’+BD’= 4B’+BC:+CD’+ AD’, 


假如 平行 四 边 形 48CD 不 是 矩形 《如 图 102 一 右 )， 从 
顶点 4 和 8B 向 CD 边 引 王 线 44, 和 BB,, 央 三 角形 4DA; 和 三 
角形 BCB ;全 等 ， 可 得 DA, 二 CB,。 因 平行 线 4D 和 BC 被 直 
线 DC 所 截 ， 同 旁 内 角 的 和 等 于 180"( 即 人 4DC+ BCD= 
180”) ， 所 以 其 中 有 一 个 角 是 锐角 ， 男 一 个 角 必 是 犯 角 。 这 
里 明确 地 设 作 ADC 是 一 个 锐角 ， BCD 是 一 个 钝 角 ( 如 
图 102 一 右 所 示 ) 。 

应 用 定理 13.2 于 三 角形 BCD， 并 应 用 定理 13 .3 于 三 全 
形 4DC， 可 得 ; 

BD’= BC’*+CD’:+2DC.CB,, 
AC’?= AD’:* + CD’:~—2DC.DA,., 
两 等 式 相 加 ,并 将 C8, 二 D41!，A4B=CD 代 入 等 式 , 即 得 出 : 
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AC’:+ BD’:= AB’*+ BC’:+CD’:+AD’., 
定理 得 证 ，。 
由 定理 13.4 可 推 知 :正方形 的 对 角 线 等 于 它 的 一 一 边 委 以 
A/ 2 。 实 际 上 ， 如 果 正 方形 的 一 边 为 4、 而 它 的 对 角 线 为 
b ， 根 据 定 理 13.4 可 有 25?==44a*。 由 此 可 得 出 : b=a 2， 
已 知 三 边 的 三 角形 我们 已 经 知道 ， 三 角形 两 边 之 和 必 
大 于 第 三 边 。 很 自然 会 提出 以 下 问题 ， 如 果 三 数 中 任意 两 数 
之 和 大 于 第 三 数 ， 那 么 这 三 个 数 是 否 能 作为 某 三 角形 三 边 之 
长 ? 下 面 的 定理 对 这 个 问题 给 予 了 肯定 的 回 管 ， 
定理 13.5 不 管 a,b,c 是 三 个 什么 样 的 ( 正 ) 数 ， 只 要 
这 三 数 中 任意 两 数 之 和 大 于 第 三 个 数 ， 那 么 必 存 在 以 a、 
b,c 为 边 长 的 三 角形 ， 
证 明 我 们 把 a 、5、c 三 数 按 递增 顺序 排列 、 为 了 明确 
起 网 ， 设 a 了 5 过 c， 邻 
otarmb’ 
1 2C 


因为 c 宇 b， 区 410。 叉 数 gl 小 于 4 ， 实 际 上 : 


ci:+a—b’ Bb—(c—a)! 


4 一 01 一 2 一 2 一 7 ? 
因为 6 十 忆 >>c, 故 > 一 4>0, 由 此 可 得 刀 人 >(C 一 0)2， 
因此 ， a >al. z 
现在 用 下 列 方法 作 人 ABC， 


作 线 段 48 等 于 c【( 如 图 103 ) ， 

在 射线 48B8 上， 以 点 8B 为 端点 截 -人 个 
取 线 段 BD 等 于 44， 从 扣 属 作 AB . 

的 垂 线 PDC， 使 等 于 we 一 ai ,我 


们 可 以 证 明 人 4BC 的 三 条 边 就 
和 O06 。 


是 2、g 、c 。 

事实 上 ，4B 边 等 于 ¢ ,应 用 勾 股 定理 ， 三 角形 BDC ,可 
得 ， 

BC*=BD’*-+CD’=a?+ (Ma:~—a!)’=a’, 

有 即 BC= a 。 应 用 定理 13.3 于 三 角形 4BC， 可 得 : 
MAC’SoFe -900 bs 
印 AC=b。 定理 得 证 。 

两 贺 的 位 置 关系 ”定理 13.5 使 我 们 有 充分 条 件 ， 根 据 商 
圆 的 半径 和 圆心 的 距离 ， 说 明 两 加 的 各 种 位 置 关 系 。 了 世 就 是 
说 ， 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 13.6 ” 设 已 知 两 个 不 同 的 鲍 ， 其 画 心 为 0, 和 0:， 
其 半径 为 R, 和 起 R,，R, 和 去 R,， 两 加 圆心 的 距离 为 4。 则 

“ 1 ) 如 叶 i 

R,+R,< 二 dd 或 R,—R,>d, 
那么 两 贺 不 相交 ， 即 没有 公共 后 。 

2 ) 如 果 

R, 十 R,=d, 或 R, 一 R,=d, 
那么 两 贺 只 有 一 个 公共 点 ， 两 螂 于 此 点 相 切 ， 即 两 加 有 一 银 
公共 的 切线 . 

3 ) 如 果 

RJ+R,>d, 并且 R,-R,<d 
那么 两 圆 相交 于 两 点 。 

证 明 ”首先 证 明定 理 的 第 一 个 结论 ， 用 反 证 法 ， 假 设 两 
个 加 相交 ， 闪 且 有 一 个 公共 点 4。 如 点 1:、0，, 和 4 不 在 一 
条 直线 上 ， 则 0O,4+O,4>O0,0,， 即 

R,+R,>d, 
而 这 与 条 件 R, 十 ,之 4 地 盾 。 
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如 果 点 DO、9;,、4 在 一 条 直线 上 ,并且 点 4 位 于 点 O: 与 
0 ,之 间 , 则 0,4+40,=O0,0,, 即 及 ;十 R= 一 d ,而 这 与 条 件 
Ri 二 Rd 了 矛盾; 如 果 点 CO 在 点 4 和 OO) 之 间 ， 则 0O:4+ 
0,0,= 一 4O，,, 即 R 二 dg 一 R 或 Ri 一 Ri 一 dd 这 与 条 件 玉 ;一 
RR, 之 d 节 盾 ; 最 后 ， 如 果 点 0, 位 于 和 4 和 0 ;之 间 ， 则 Ca:4 十 
0.0 ,三 401, 妈 RR 二 d 二 RR;, 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 R, 硅 R,， 
因此 、 根 据 上 述 分 析 情 况 ， 两 漳 不 可 能 有 公共 点 ， 即 不 可 能 
相交 ( 如 图 104 ) 。 


现在 证 明定 理 的 第 二 个 结论 。 这 里 象 第 一 种 情况 那样 ， 
我 们 断定 两 圆 不 可 能 有 不 在 直线 QO,0, 上 的 公共 点 4 。 两 图 
We 点 4 位 于 直线 O10, 上， 并且 两 加 的 位 置 有 两 种 
可 能 RR, 一 R= 二 4 (如 图 105 左 ) ; Ri 十 Ra 一 4 (如 图 105 
右 ) ， 本 在 它们 的 公共 点 4 上 有 一 条 垂直 于 直线 010; 的 
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公 切 线 ， 

最 后 ， 证 明定 理 的 第 三 结论 。 题 设 Ri 十 RR 之 d ; 又 RR， 
—R.<d ; Rt+d>Rh,; 义 题 设 R; 之 Ri， 疏 R, 十 4d 六 RI1。 
总 之 ， 了 1、R,、4 三 数 中 任意 二 数 之 和 大 于 第 三 数 。 从 上 述 
我 们 发 现 以 了 ，,、R, 积 4 为 三 边 可 作 一 个 三 角形 ， 我 们 可 用 
证 明定 理 13.5 的 方法 作出 这 三 角形 。 取 线 有 耻 010，, 等 于 4d， 
我 们 再 按 014,= 二 R,，0 ,4 二 RR, 作 出 第 三 顶点 4,， 既 得 点 
4,， 再 作 4, 关 于 直线 010 ;的 对 称 点 4,。 既 然 已 作 014= 
Ri,0,4 ,= 二 RR;, 又 按 对 称 点 的 性 质 ,014,=0,4,，0,4,= 
O,4,， 所 以 4 及 4, 均 位 于 已 知 的 两 溯 上 ， 故 4 及 4, 两 点 
是 两 已 知 圆 的 交点 ( 如 图 106 ) ， 

现在 证 明 ， 除 扩 4 和 
4, 之 外 ,两 圆 再 没有 其 它 交 
点 。 aaa 
判定 法 ,可 得 出 ; 
宇和 人 0.0,4, 为 由 明 确 起 
见 ， 设 4 点 ， 对 直线 010， 
而 言 , 与 点 4, 位 于 同一 半 平 
面 肉 ， 由 两 三 角形 0,0,4, 及 O10,4 的 全 等 可 得 出 ; 
人 人 0,014= 人 人 0,0,4, .由 此 得 出 ; 射线 O,4 与 射线 0,14, 重 
合 , 从 而 可 得 0,4=0,4,= 二 RR ， 所 以 点 4 与 4, 相 重合 。 定理 
得 证 ， 

两 个 例题 z 

例题 已 知 三 角形 ABC， 试 通过 三 角形 的 三 条 边 ， 求 自 
项 点 C 所 作 的 中 线 、 角 的 平分 线 和 高 。 

解 ” 先 求 三 角形 4B 边 上 的 中 线 (如 图 107)s 设 0O 为 4B 
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图 106 


边 上 的 中 题 。 作 (5C 点 关于 口 的 对 称 点 卫 ，OCD=COC，4BCDD 
是 一 个 平行 四 边 形 。 应 用 定理 13 ,4 于 该 平行 四 边 形 可 得 ， 
人 AB?+(2.:.0C)’=2AC:+2BC’,. 
由 此 即 可 求 出 中 线 OC( 如 图 107 ) 。 
现在 求人 5C 的 平分 线 CO 如 图 
108 ) 。 扣 0 是 人 CL 平分 线 与 底 边 4B 
的 交点 ，CO 将 4B 边 分 成 两 个 线段 
AO 和 OB， 根 据 定理 12,5 可 知 40、 
图 107 0B 与 4C .BC 成 比例 。 这 就 使 得 我 们 
能 根据 已 知 的 三 边 48、4C 和 BC 求 出 4O 及 DB ,具体 结果 从 
上 咯 。 应 用 定理 13.2 及 13.3 于 三 角形 4BC 及 4OC， 可 得 出 ; . 
BC 一 4C 十 4B 十 24B. 4D， 
OC’= AC’:+ AO’?+2A0.AD. z 
以 AO 乘 第 一 个 等 式 ， 以 48 尼 第 二 个 终 式 ， 然 后 再 相 
减 ， 则 可 得 出 只 包括 一 个 未 知 数 OC( 即 人 C 平 分 线 ) 的 方 
程 ， 由 此 方程 即 可 求 出 角 平 分 线 CO， / 
现在 求 高 CD( 如 图 108 ) 。 首 先 用 定理 13 ,2 或 13.3 求 线 
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段 4D， 然 后 由 直角 三 角形 4DC 即 可 求 得 高 CD。 
例题 已 知 线段 a 和 b ， 求 作 线段 V/a 十 六 和 ANW az 一 bi 
( 其 中 a>>b ) ， 
解 ” 作 任 一 条 直线 ， 在 直线 上 截取 线段 4C， 使 4C==5 
( 邓 图 109 ) ， 过 C 点 作 直 线 g 迄 直 于 4C，、， 在 直线 gg 上， 以 
( 力 端 点 截取 线段 CB,， 使 CB= 4， 由 勾 股 定理 即 得 ， 
一 AAAC :+b’, 
为 了 作 线 段 Ya? 一 上 ， 以 点 4 为 圆心 ， 以 a 为 半径 作 一 
圆 与 直线 g 交 于 点 B8， 根 据 勾 股 定理 即 得 ， 
CB= /ai -bi. 


加 
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复习 题 及 练习 题 


1. 叙述 并 证 明 义 股 定理 。 

2. 人 氢 述 关于 斜 三 角形 钝 角 ( 或 锐角 ) 对 边 的 平方 的 定理 ， 
并 证 明之 ， 本 

3， 证 明科 行 四 边 形 两 条 对 角 线 平方 的 和 等 于 平行 四 边 形 各 
边 平 方 的 和 。 

-4, 试 证 ， 如果 线段 a、 、c 满足 下 列 不 等 式 ， 

a+b>ec,s a+c>b, b+i+c>oa, 
则 必 有 一 个 三 边 各 等 于 a 、5、c 的 三 角形 。 

5 ,已 知 两 圆 的 半径 分 别 为 R, 和 R,，R, 志 RR,， 又 两 圆 的 图 
心 距 为 4 ， 试 问 两 圆 的 相互 位 置 ? 叙述 并 证 明 有 关 定 
理 。 

6， 已 知 线段 2 和 上 少 ， 求 作 线段 we 十 D 和 线段 We 一 让 
(其 中 a > 52)。 

7. 如 果 址 角 三 角形 两 条 吉 角 边 都 等 于 icm， 试 问 其 和 斜 边 的 
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16., 


j7. 


长 度 为 多 少 cmn? 


-8. 如 果 等 边 三 角形 边 长 为 cm， 试问 这 三 角形 的 高 等 于 多 


Dcm? 


， 如 果 等 边 三 角形 边 长 为 tcm。， 求 其 内 切 圆 和 外 接 圆 的 半 


1 


. 证明 :在 三 角形 4BC 内 ,如 果 4B <4C 二 CB , 则 人 人 C 


为 一 个 锐角 ， 如 果 4B >4C CECB ， 则 5C 为 一 个 息 


由， 
. 证 明 ， 到 已 知 两 点 4 和 8B 的 距离 平方 和 为 常数 的 点 的 轨 


迹 ， 是 一 个 以 线段 48 的 申 点 为 圆心 的 圆 。 


证明， 到 已 知 两 点 和 B 的 距离 平方 差 为 常数 的 点 的 轨 


证明， 同 加 上 的 弦 ， 大 蓄 的 圆心 距 ( 从 阅 心 到 弦 上 的 垂 


线 长 ) 小 于 小 蓄 的 圆心 距 


. 试用 三 角形 三 边 求 这 三 角形 中 线 ， 
. 在 人 4B8C 由 ，DD 点 是 人 CL 的 平分 线 与 底 边 483 的 交点 ， 
证 明 下 列 等 式 ; 


CD’= AC.BC -AD-.BD. 
Z 、b、4 为 三 角形 的 三 条 边 ，h。 为 a 边 上 的 高 ， 试 证 高 
的 公式 ， 

he = SV Boa tp- De), 


“《 式 中 为 三 角形 的 半 周 长 ， 即 p 一 2 了 < )， 
-等 大 三 角形 顶 角 为 36° ,两 腰 为 1cm, 求 其 底 边 长 ,( 提 示 。 


参照 812 中 复习 题 15。) 
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§ 14. 三 角 函 数 


三 角 殴 数 的 定义 ”以 一 个 单位 长 为 半径 作 一 个 半圆 (如 
图 110 ) ， 在 半圆 周 上 取 任 意 一 点 4 ,连结 40,408 用 a 表 
示 ， 从 4 点 作 4DD 垂 直 于 直径 BC， 线 段 AD 的 长 度 叫 做 & 角 
的 正 驴 .cx 角 的 正 驴 记 作 sinw, 根据 定义 可 知 sin0* 二 0,sin180。 
一 0 


图 110 


现在 确定 角 的 余弦 概念 。w 角 的 余 艾 记 作 cosxw。 如 果 az 角 
是 一 个 锐角 ， 则 cosa 等 于 线段 0D 的 长 度 ( 如 图 110 一 左 ) 
如 果 w% 角 是 一 个 钝 角 ， 则 cosa 是 一 个 负数 ， 其 绝对 值 等 于 线 


”上段 0OD 的 长 度 ( 如 图 110 一 右 ) 。 根 据 定 义 可 知 cos0?= 


C0590 一 0， cos180° 二 一 1。 
SInt 与 co84 之 比 叫 做 5 角 的 正切 ， vc 角 的 正切 记 作 tge， 


sin 


tee = 
, COSC 


当 2 一 90" 时 ，w 的 正切 没有 意义 ， 
sing、cosa、tga 都 叫做 & 角 的 三 角 国 数 ， 
定理 14.1 对 于 任意 角 " ， 都 有 
Sin & 十 co08s & =1. 
证 明 当 &=0°、90°,180°* 时 ， i bin 
代入 ， 可 立刻 证 阴 这 个 等 式 成 立 。 
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如 w 角 是 一 个 锐角 ， 应 用 勾 股 定理 于 三 角形 ODA( 图 
110 一 左 ) ， 可 立刻 得 到 所 要 证 的 等 式 . 如 a 角 为 钝 角 ， 同 
样 应 用 色 股 定理 于 三 nn OD4I 图 110 一 右 ) 也 得 出所 爱 证 
的 等 式 。 
请 导 公 式 ” 角 90° 一 g 和 180° -a 的 三 角 函 数 和 ww 的 三 角 
阔 数 之 间 成 芯 一 定 的 关系 式 ， 这 些 关 系 式 叫 诱 导 公 式 。 
定理 14.2 如果 & 是 一 个 锐角 ， 则 : 
sin(90°— &)=cosu, 
cos(90 一 a Tn 


19(90°— 0 ) 一 4 


证 明 ( 如 图 111) 设 人 40B 等 于 g， 人 410B 等 于 90° 一 
g， 在 直角 三 角形 ODA 和 A1D,0 中 ， 两 个 斜 边 04 和 04, 者 
是 阅 的 半径 ，0OA4=04,， 人 A0D 及 人 LOAD 均等 于 a， 所 以 
A0DASAd, D0, A.D,=0D, OD,=AD,， 又 
sin(90° ~—&)=cosa, 
c0S(90 ”一 好 ) 一 Siriw 。 
以 第 二 式 除 第 一 式 即 可 得 出 所 机 
证 的 第 三 式 。 定 理 得 证 。 
定理 14.3 对 任意 w ， 都 有 
sin(C130° | Os 
Cos(180°— 0 )=—cosa. 
证 明 当 a=Q"、90°、180° 时 ， 以 相应 的 正 驴 和 余弦 人 
代入 公式 ， 即 可 证 明 这 两 等 式 必 成 立 。 现 在 研究 一 般 情况 。 
设 人 40B 等 于 a， 人 人 人 410B 等 于 180” 一 a (如 图 112)， 
因为 人 人 04D 人 人 04,D，,， 所 册 4D=4D,， 即 ER 


0) = sing, 


图 1 
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如 果 c 不 等 于 90°, 那 么 在 两 角 & 及 180" 一 zx 中 一 个 是 锐 
角 ， 而 另 一 个 是 钝 和 角 。 因 此 ，cose 及 
cos(180” 一 g)， 上 县 有 相反 的 从 号 ， 因 
为 OD=0OD,， 故 cos(180" 一 o) 一 
一 cosg。 定理 得 证 。 
直角 三 角形 中 , 边 和 角 之 间 的 关系 
定理 14.4 在 C 为 直 角 的 直角 三 
角形 ABC 中 成 立 下 列 关 系 : 
BC=AB.sinA, 
AC=AB.cosA, 
BC=AC.tgA,. 
证 明 (如 图 113) 在 射线 4B 上 截取 线段 4B，， 使 4B, 一 
1 ， 过 点 B, 向 直线 4C 上 引 策 线 : 


B1C,， 根 据 正弦 和 祭 纺 定 义 ， 8 

得 出 : /a 
nd BC : Sp | 
‘cosAd=AC,, z 出 0 


是 公共 角 ， 人 C 和 ~C: 都 是 直 
BC AB AC _AB BC BC, 


Ei 和 一 


BCG, 1 AC, 1 AC AC.* 


BC,=sind, AC ! 王 cos4 代 入 上 面 等 式 中 ， 
站 得 出 ， 
BC= AB .sin4, 
AC= AB:cosAd, 
BC=AC'!tigh, 
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定理 14 .5 


1 和 
Sin45" 一 一 ~-。6C0s45" 一 -一 -，tg45 "一 1 
es 2” ey 2 9 和 


3 o 1 
sin30 = 上 了， cos30° = 3, tg30 -a 


证 明 作 直 角 三 角形 4BC， 使 人 C 为 直角， 人 4 等 于 
45°”( 如 图 114 ) 。 在 这 三 角形 中 ， 一 引 也 等 于 45"， 由 此 可 
知 :， 人 48C 是 一 个 孝 腰 三 角形 ，4C 一 
BC。 根据 勾 股 定理 得 出 ; 

0 AB:=AC’:+BC’=2BC’:=2AC’, 
由 还 可 得 ， 
-3 
图 114 
所 以 tg45 "一 工 ， 

现在 作 一 个 等 边 三 角形 4BC ( 如 图 115 ) ， 在 这 三 角形 

中 ， 各 角 均 相等 ， 因 此 各 角 都 等 于 


60*。 作 三 角形 4C 边 上 的 中 线 BD， 
BD 既 是 人 B 的 平分 线 ， 又 是 三 角形 

AC 边 上 的 高 ， 因 此 ， 在 八 4BD 中 ， 6 
ES 而 48D 等 于 30”， : 


因为 4D= < ， 故 sin30" 一 于 。 根 所 
定理 pp 
”cos30° 一 和 3。 从 而 可 得 :+1830 二 -二 
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诱导 公式 使 我 们 可 用 30° 及 45° 的 正弦 、 人 余弦 和 正切 求 出 
60°、120”、135°* 和 150" 等 角 的 正弦 、 余 蓄 和 正切 ， 
锐角 的 正弦 、 余 弦 及 正切 汇编 成 专用 表 ， 利 用 这 些 表 可 
查找 已 知 角度 的 正弦 、 余 驴 和 正切 反之， 已 知 正 以、 余弦 
和 正切 ， 可 查找 和 舌 们 相应 的 角度 。 
已 知 一 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 , 或 斜 边 和 一 条 直角 边 、 
或 一 个 锐角 和 一 条 直角 边 、 或 一 个 锐 和 角 和 斜 边 ， 根 据 定理 
14 . 4， 并 依 助 于 表 的 帮助 ， 可 可 以 求 出 该 十 骨 二 角形 的 各 边 
与 各 角 。 
余弦 定理 
定理 14.6 在 任意 三 角形 ABC 中 ， 都 有 
AB’=AC’+BC’— 2AC.BC.cosC., 
证 明 如 果 人 人 C=90"，。 则 因 cos90"= 二 0, 所 以 根据 勾 
抽 定 理 可 得 出 这 个 定理 的 结论 ， 
设 C 是 一 个 锐角 【〔〈 请 看 图 101 ) ， 根 据 定理 13 .3， 可 
得 出 : / 
AB:= AC’:+BC’*~2BC.CD. 
应 用 定理 14 .4 于 三 角形 4CD， 可 有 ， 
CD= AC .cosC, 
由 此 得 出 ， 
~ 4B’=AC*+BC:—-2BC.AC.cosC, 
如 果 人 CC 是 一 个 钝 和 角 ( 请 看 图 100 ) ， 根 据 定 理 13.2， 
可 有 ， 四 
AB'= AC’+ BGC’:+2BC.CD, 
应 用 定理 14.4 于 三 角形 4DC, -可 有 ， 
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CD= AC.cos(/ ACD)., 
但 角 ACD 与 三 角形 48C 的 角 C 互 补 成 180°, 故 按 定理 14.3 可 
有 ; 
cos{/ ACD)=~cosC, 
i AC.cosC=—CD, 
因此 ， 在 和 王 角 的 情况 下 也 有 ， 
4B 一 4C 十 DBG 一 2BC.-4C.cosC 。 
正弦 定理 
定理 14 .7 三 任意 三 角形 ABC 中 ， 成 立 
SinA _ sin3 , sinC_ 
BC AC : -AB 本 bE 
证 明 作 三 角形 48C 的 外 按 圆 。 a 
点 B1 是 点 B 关 于 交心 的 对 称 点 点 ( 如 图 116 ) ， z 


” 对 直线 BC 而 言 ， 如 果 点 4 和 点 Bi 在 同一 催 ( 如 图 116 

A 则 BB,C 与 <BAC 相 等 ( 同 统 B C 所 对 的 圆周 角 

有 等 ) 。 对 直线 BC . 丽 诗 ， 如 果 点 4 和 点 Bj 在 不 同 的 两 
(如 图 116 一 右 ) , 则 LBB,C 与 BAC 互补 成 180°， 
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-一 一 、 一 一 、 
( BBC 所 对 的 弧 C4B8 与 “4BC 所 对 的 蝶 BBC 之 和 是 一 
个 圆 ) ， 在 上 述 两 种 情况 下 ， 都 可 人 出， 
sinB ,=sind4., z 

由 此 可 得 :BC==2Rsin4， 

同 理 可 证 ; 4B=2RsinC， 
日. 4C=2RsinB。 
由 所 得 三 个 等 式 ， 可 得 出 : 


定理 得 证 。 加 

如 果 已 知 三 角形 三 个 元 素 ( 即 三 角形 的 三 条 边 、 和 或 两 这 
及 所 夹 的 角 、 或 两 角 一 边 ) ， 那 么 ， 应 用 余弦 定 理 及 正弦 定 
理 ， 我 们 能 求 出 三 角形 的 全 部 元 素 ， 即 三 角形 所 有 的 边 和 


复习 题 及 练习 是 


. 荆 ， 说 明 三 角 国 数 sina、cose 和 ftgc 的 定义 ，。 
2, 证 明定 理 ， sin“w 十 cos xx= 工 。 
3. 证 明 下 列 诱 导 公 式 : 
Sin(90? 一 5) 一 cosay 

cos( 90" 一 6) 一 Sina， 


o 1 
t 一 0) = 一 

g(90 a) tgo’ 
sin(180° —a)= sing, 
cos(180° ~—0@)=—cose, 


4, 在 直角 三 角形 4BC 中 ，XC 是 直角 ， 证 明 ; 
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BC= ABsin 4d. 
AC= ABcosA, 
BC= ACtgA, 

5， 证 有 明 ， 
sin45" 一 - 末 
sin30° 避 ， coOS30 Bs, tg30” = ee 


M3 


cos45° 一 地， tg45"= 1， 


， 求 60" ,120°、135* 和 150° 各 骨 的 三 角 函 数 ， 

叙述 并 证 明 余 弦 定 理 。 

.叙述 并 证 明正 弦 定 理 。 

. 已 知 三 角形 哪 三 个 元 素 ， 可 确定 一 个 二 角形 ? 

10. 已 知 三 角形 的 一 边 为 1cm 和 这 个 边 所 对 的 和 角 为 30"， 求 
这 三 角形 外 按 图 的 半径 ， 


$15. 多 这 形 


是 多 边 形 由 点 41，4,，…，4，, 及 按 顺序 连 成 的 线段 
4A,4,, 4,4,,…, .A,4, 构 成 的 图 形 虽 做 多 边 形 4 ,4,…4， 
( 如 图 117 ) 。 点 4 4 4 二 做 多 边 形 的 顶点 ， 而 线 
段 4,4,， A,4,,.…, 4,.4, 叫做 多 边 形 的 边 ， 连结 成 一 条 
边 的 两 个 顶点 叫做 相 邻 的 顶点。 每 个 顶 操 
都 有 两 个 相 邻 的 顶点 。 

直线 4 .42， 4 A,.4A, 中 的 
每 一 条 百 线 都 将 平面 分 成 两 个 半 平 面 。 
如 果 多 边 形 ， 对 它 的 每 一 条 这 样 的 直线 而 
言 ， 都 在 同一 半 平 面 内 ， 并 旦 每 一 条 直线 
A, d,s 除 线 段 4 4A, ;外 ， 与 多 边 形 不 . 


O00 “人 


天 有 其 它 公 共 上 点、 那么 这 多 边 形 叫 凸 多 边 形 (如 图 118 ) 。 

定理 15.1 如 果 折 线 B,B…B， 1 
的 两 小 端点 ， 对 直线 b 而 言 ， 在 不 同 
的 半 平 而 内 ， 则 这 条 折线 必 与 直线 4 
b 相交 . 4 

证 明 ”从 折线 端点 B 向 B,， 沿 4 一 人 
折线 察看 ， 总 可 发 现 对 直线 b 而 言 ， 人 
在 不 局 半 闻 面 内 的 两 个 相 邻 的 顶点 ， 
连结 这 两 个 相 邻 顶点 的 线段 必 与 直线 了 相交， 因此 折线 必 与 
直线 5 相交。 定理 得 证 。 

定理 15 .2 ”如果 一 条 直线 与 一 蜗 多 边 形 有 三 个 公共 点 ， 
那么 这 条 直线 必 包 含 这 个 凸 多 边 形 的 一 条 边 ， 

证 上 明 设 4、B、C 是 直线 4 上 的 三 个 点 ， 这 三 点 都 在 
已 知 的 多 边 形 下 ， 为 了 明确 起 见 ， 设 点 8B 位 于 点 和 4 和 点 C 之 
间 ， 总 了 B 必 在 多 边 形 一 条 边 上 ， 我 们 可 肯定 这 条 边 必 在 直线 
a 上 。 事 实 上 ， 如 果 与 此 相反 ， 那 么 ， 包 含 这 条 边 的 直线 将 
分 中 4 点 和 C 点 ， 而 这 与 凸 多 边 形 的 条 件 相 矛 硝 。 定 理 得 
证 。 : 
是 多 边 形 肉 和 钙 之 和 在 凸 多 边 形 内 ， 连 结 不 相 邻 两 顶点 
的 线段 叫做 多 边 形 的 对 角 线 。 在 图 119 中 ， 虚 线 线 段 就 是 多 
边 形 的 一 条 对 角 线 。 

定理 35.3 对 角 线 A,A, 将 凸 多 
边 形 AlA,…A, 分 成 两 个 凸 多 边 形 
AAA 和 A,A，,…A,A;， 这 两 
个 西 多 边 形 ， 对 直线 A,A, 而 言 ， 在 
不 同 的 六 平面 内 ， 射 线 A,A， 必 从 身 
线 A A, 和 A,A, 之 间 通 过 ， 
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， 证 明 根据 定理 15.2， 可 知 直线 4,4, 与 凸 多 边 形 除 
4, 及 4A， 两 点 外 ， 不 再 有 其 它 公共 点 。 根 据 定理 15.1， 可 知 
折线 4,4,…4, 必 位 于 直线 414, 的 同一 全 ,由 于 原 凸 多 
边 形 对 4, 4,，，、A,4;，… 中 每 一 直 线 来 说 都 在 同一 便 ， 所 
以 多 边 形 4,4;…4; 也 具有 这 种 性 质 。 因 此 ,多边形 4 4 … 
二， 是 一 个 凸 多 边 形 * 回 理 可 证 , 男 一 个 多 边 形 A,4, .i'd, 
4 也 是 一 个 凸 多 边 形 。 

现在 证 明定 理 的 男 一 些 结 论 ， 射 线 4,4, 对 直线 4 4, 和 i 
言 ， 与 4,4, 在 同一 半 平 页 内 ， 而 射线 4, A, 对 直线 4,4, 而 


,4 分隔， 

由 此 可 知 ， 点 4; 和 点 4,、， 对 直线 4, 4，, 而 言 ， 位 于 不 
同 的 半 平 面 内 .这 就 是 说 ,多边形 4,4,…A, 和 多 边 形 
A,A,,1'''A,A, 位 于 不 同 的 半 乎 面 内 。 定理 得 证 。 

设 4 是 凸 多 边 形 中 的 一 个 顶点 ， 卫 和 C 是 顶点 4 的 相 邻 
项 点， 以 4 为 顶点 ， 射 线 4B3 和 4C 所 夹 的 角 叫 做 凸 多 边 形 的 
一 个 肉 角 ， 与 内 角 互 补 的 角 叫 做 凸 多 边 形 的 外 和 角 。 

定理 15 .4 凸 多 边 形 的 内 角 之 和 等 于 (n 一 2)180*( 这 里 n 
为 多 边 形 的 边 数 或 项 点数 ) 。 

凸 多 边 形 的 外 角 之 和 与 n 无 关 ， 并 等 于 360"” 

证 明 三 角形 也 是 一 个 是 多 边 形 ， 因 为 (3 一 2) x 180°= 
180"， 所 以 这 个 定理 对 三 角形 也 成 立 。 现 在 用 数学 归纳 法 证 
上 明 这 个 定理 。 设 这 个 定理 对 少 于 ? 边 的 多 边 形 是 成 立 的 ， 证 
明 这 一 定理 对 % 边 多 边 形 也 成 立 。 

设 @ 是 一 个 # 边 多 边 形 ， 连 结 这 个 多 边 形 中 两 个 不 相 邻 
的 项 点 4 和 了 得 对 角 线 4B3。 根 据 定 起 15.3， 我 们 可 得 到 两 

。 If12 。 


个 多 边 形 @ 和 @:，@ 的 边 数 为 gj， @ :的 边 数 为 8z9 ?Na <7 
hi 人 人 Ni 十 1 二 十 2 ,因为 对 角 线 4B 从 顶点 和 4 的 两 个 相 
邻 的 过 之 间 通 过 ， 所 以 多 边 形 @ 中 ， 以 4 为 顶点 的 内 角 等 于 
多 边 形 Q, 和 8Q, 中 以 4 为 顶点 的 内 角 之 和 。 同 理 可 证 ， 多 边 
形 G 中 ， 以 8B 为 顶点 的 内 角 等 于 多 边 形 0 和 0Q, 中 以 B 点 为 
顶点 的 内 角 之 和 和。 由 此 可 得 出 多 边 形 各 内 和 骨 之 和 等 于 

(11—2)X180°+(n,—2)X180°=(n—2)X180°, 

定理 中 第 一 个 络 论 竺 证 。 

因为 多 边 形 的 外 角 与 其 相 邻 的 内 角 互 为 补 角 ， 即 同一 顶 
点 的 外 角 与 内 角 之 和 等 于 180*， 所 以 多 边 形 各 外 角 之 和 等 于 
180"X 刀 一 (2 一 2) X180"， 即 为 360*。 定 理 得 证 。 

多 边 域 是 折线 设 4,4;…4. 是 一 个 西 多边形 ，72 条 
直线 A,4,, A,A,,., A,4, 中 的 每 条 言 线 都 将 平面 分 成 
两 个 半 平 面 ， 在 这 些 兴 平面 中 标 出 哪些 包含 多 边 形 的 半 平 

面 ， 如 果 点 六 位 于 每 一 个 标 出 的 半 平 面 内 ， PIR 
二， 那么 我 们 说 点 工人 位 于 多 边 形 的 内 部 ， 

我 们 说 一 企 多 边 形 ， 往 往 不 仅 指 它 的 边 和 顶点 ， 而 且 也 
指 多 边 形 内 部 的 所 有 有点， 我们 称 这 种 意义 的 多 边 形 为 多 边 
域 。 多 边 形 本 身 成 为 多 边 域 的 周秀 ， 图 120 市 细 线 的 图 形 就 
是 多 边 域 。 

设 了 和 忆 是 两 个 止 多 边 形 ， 
并 设 了 ,和 了 ,是 与 P, 和 P, 相 应 的 z 
多 边 域 ,我 们 说 多 边 形 P ,位 于 多 
边 形 P, 之 内 , 乃 是 指 多 边 域 P ,的 
每 一 点 都 属于 多 边 域 Pz。 多 边 形 
各 边 长 度 之 和 叫做 多边形 的 周 9 
Ke 
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定理 站 .5 如 果 上 是 多边 形 ? ,位 于 凸 多 迷 形 P, 之 内 ， 则 
P ,的 周 长 个 大 于 P ,的 局 长 ， 如 果 多 边 形 P ,不 与 多 边 形 P, 完 
全 重合 ， 且 P, 位 于 P, 之 内 , 则 P ,的 赎 长 必 小 于 P ;的 周 长 。 

证 明 作 直 线 & 使 其 包含 多 
边 形 了 ,的 某 一 条 边 ( 如 图 121)， 
对 直线 CE& 潭 言 ， 多 边 形 于 ,位 
于 同一 侧 ， 多边形 了, 对 直线 4 

言 ， 可 能 在 同一 个 ， 也 可 能 

P, 中 的 一 些 点 位 于 直线 4 的 两 
” 策 。 在 第 二 种 情况 下 ， 直 线 za 与 
多 边 形 P, 交 于 4 3 两 点 。 在 实 “ 
际 上 ， 设 C 人 和 呈 是 多 边 形 了 P, 上 的 分 别 位 于 直线 ea 两 侧 的 两 
个 点 ， 则 点 C 和 点 了 把 多 边 形 了, 分 成 两 条 折线 ， 按 定理 
15 .1 可知， 这 两 条 折线 都 与 直线 6 相交 。 

站 线 4 到 多 边 形 ,分 成 两 个 多 边 形 。 设 8,, 对 直线 4 而 
育 , 是 一 个 与 己 : 在 同一 俩 的 多 边 形 ,多 边 形 忆 ,在 多 边 形 ,之 
内 ， 并 且 @ :的 周 长 小 于 多 边 形 了 ,的 周 民 。@; 的 周 长 所 以 小 
于 了 ,的 周 长 ， 是 因为 我 们 把 部 分 折线 换 成 连结 两 端点 的 线 
段 4B， 从 而 把 多 边 形 了 , 变 成 多 边 形 Q,。 

对 多 边 形 P, 的 每 条 边 都 可 进行 这 种 构图 ， 最 后 我 们 从 


多 边 形 P, 得 到 多 边 形 P,。 因 此 ， 如 果 多 边 形 P, 与 P， 不 重 、 


合 ， 那 么 P; 的 周 长 必 小 于 了 ;的 周 长 。 定 理 得 证 。 

如 果 多 边 形 P，A,4,…4, 是 一 个 凸 多 边 形 ， 则 折线 
Y:4 4 4, 叫做 西 折线 ， 如 果 折 线 Y: 4,4;4;… 4, 与 折 
线 r， 对 直线 4,4, 而 言 ， 位 于 同一 半 平 面 内 ， 并 且 折 线 y' 不 
包含 多 边 形 了 的 内 部 的 点 ， 那 么 我 们 说 折线 yY/ 包 国 凸 折线 
Y( 如 图 122 ) 。 
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定理 15.6 7 是 一 条 包围 叫 折 线 了 的 折线 , Y 的 长 不 小 
于 Y 之 长 ， 如 果 两 条 折线 不 重合 ， 财 Y “有 较 大 的 周 长 。 

证 明 如 图 123， 作 直线 a 使 之 包含 折线 7 的 某 一 让 线 
段 。 从 起 点 4 沿 折线 7' 察 看 到 终点 了 了， 在 察看 过 程 中 标 出 拆 
线 Y' 与 直线 a 的 第 一 个 交点 C 和 末 一 个 交点 刀 ， 如 果 我 们 把 


4 py 
4, pr 
2 4 3 ) s 
1 A : 
图 122 图 123 


折线 y' 从 C 点 到 了 点 的 这 一 部 分 折线 换 为 直线 段 CD, 那 么 ， 
我 们 所 得 到 的 折线 仍 包围 折线 Y、 并 且 所 得 折线 的 长 度 不 大 
于 折 线 7’ 的 长 度 ， 并且 如 果 在 折线 Y'. 上 有 点 位 于 直线 4 两 例 
的 话 ， 那 么 所 得 折线 之 长 显然 小 于 折线 Y' 之 长 。 折 线 7Y 有 若 
干 节 线 段 ， 则 对 其 进行 若干 次 和 .上 面相 同 的 作法 ， 终 于 ， 我 
们 能 把 折线 Y' 换 成 折线 r。 由 此 可 见 ,折线 7’ 的 周 长 不 小 于 折 
线 7 的 周 长 。 如 果 Y’' 不 与 7 重合， 那么 Y' 的 周 长 必 大 于 Y 的 
周 长 。 定 理 得 证 。 

正 多 边 形 如果 凸 多 边 形 的 各 边 相 等 ， 各 角 也 相等 ， 则 
这 个 凸 多 边 形 叫做 正 多 边 形 。 因 为 凸 多 边 形 各 外 角 之 和 等 于 
360*， 而 它 的 各 内 角 之 和 等 于 (?--2) X180*， 所 以 正 ? 


边 形 的 外 角 等 于 0-， 而 它 的 内 角 等 于 一 22X180- 


两 个 正 占 n 边 形 ， 如 果 边 长 相等 ， 则 这 两 个 正 凸 mn 边 形 
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全 等 ， 即 这 两 个 多 边 形 ， 经 过 运动 之 后 ， 可 以 完全 重合 。 

P,，4;4，.4, 和 卫 ;:， 了 ,了 B;…B。 为 两 个 已 知 的 正 
叫 # 边 形 。 我们 可 用 运动 使 线段 BB, 与 线段 4,4, 量 合 ， 并 
使 边 形 PP, 与 P1 对 直线 414, 而 言 ， 位 于 同一 i 这 
种 运动 可 用 下 法 得 到 ， 

和 且 先 ， 以 线 肌 4， B ,的 中 玛 线 为 对 称 轴 ;进行 对 称 变换 ， 
使 点 B ,与 4, 重 合 ,此 时 ,点 B, 变 为 某 点 B; ,再 以 线段 4,8; 的 
由 垂 线 为 对 称 轴 ， 进 行 对 称 变换 ， 使 点 B， 与 后 4, 重 合 。 如 
末 多 边 形 了 ,和 了 ,， 对 直线 4,4, 而 言 ， 位 于 不 同 的 半 平 面 
内 ， 则 可 以 直线 414, 为 对 称 轴 ， 再 进行 一 次 对 称 变换 . 

我 们 可 以 断言 ， 如 此 变换 后 ， 多 边 形 了 ,和 了 ,的 边 B,B， 
和 A,4, 完全 重合 ， 两 个 多 边 形 必 和 完全 易 合 。 事实 上 ， 央 
4A14,4,= 人 BB,B;, 所 以 射线 4,4, 与 射线 B,8 ,重合 ， 
又 因 线 段 4;4; 等 于 线段 B :8B:， 故 点 B: 与 点 4: 重合 。 两 个 
多 边 形 ， 对 直线 4,4, 而 言 ， 位 于 同一 半 平 面 内 ， 即 位 于 这 
两 个 多 边 形 公共 顶点 4, 所 在 的 半 平 面 内 。 同 法 可 以 得 出 ， 
顶点 B, 与 4, 重 合 ，B ;与 4, 重 合 等 等 ， 即 多 边 形 了 ,与 P, 完 
全 重合 ， \ 

”定理 15.7 正 多 边 形 名 边 的 中 茎 线 及 各 内 角 的 平分 线 
都 是 该 正 多 边 形 的 对 称 轴 
( 如 图 124 ) 。 

证 上 明 设 P: 4,4,..…4， 
是 一 个 正 多 边 形 ， 直线 4 
是 它 的 4, 4, 边 的 中 垂 线 ， 
关于 直线 Za 的 对 称 变 换 把 
多 边 形 卫 变 成 多 边 形 地， 
44,4344p4d。 两 个 多 图 i124 
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” 边 形 P 和 P'。 对 直线 4,4, 而 言 ， 位 于 同一 侧 ， 根 据 前 面 的 
讨论 ， 我 们 可 得 出 如 下 结论 ， 点 4 与 点 4; 重 合 ， 点 44 与 点 
44 重合 …"， 点 4 与 点 4。 重合 。 这 就 意味 着 , 关于 直线 a 
的 对 称 变 换 把 多 边 形 卫 变 成 它 自 身 , 即 直线 a 为 对 称 轴 , 同 理 
可 证 正 多 边 形 各 内 角 的 平分 线 也 是 它 的 对 称 轴 。 定 理 得 证 。 

区 的 内 接 多 边 形 和 外 切 多 边 形 ”各 项 点 位 于 同一 上 的 
多 边 形 思 做 较 的 内 接 多 形 边 ， 各 边 都 与 同 圆 相 切 的 多 边 形 叫 
做 圆 的 外 切 多 边 形 ， 

定理 15 .8 正本 多 边 形 征 一 个 国 的 内 接 多 边 形 ， 同 时 也 
是 另 一 个 天 的 外 切 多 边 形 . 

证 明 设 4,4,…A4, 是 
Ss A,、 4, 作 一 闹 KK 
( 如 图 125 )。 圆 心 0 位 于 
线段 A,4,; 的 中 垂 线 a 上 ， 
直线 5 是 多 边 形 的 对 称 轴 ， 
同时 也 是 辆 的 对 称 轴 、 因 
还， A 点 关于 直线 a 的 对 
称 点 44 必 在 及 加 上 。 同样 
取 4,、4;、44, 三 点 ， 可 见 
4 必 位 于 这 三 点 所 决定 的 
加 上 ， 即 4s 位 于 加 上 ， 依 此 类 推 。 可见 ， 所 有 点 i 
4;，，… 都 位 于 圆 天上 ， 即 圆 玉 是 多 边 形 的 外 接 圆 。 

在 等 腰 三 角形 A.04,, A,04,, A,04d,, 一 中， 已 知 
A,4,=A,4,='…= 4A.,4,，, 并 旦 各 等 胖 二 角形 的 晤 是 圆 的 
半径 ， 所 以 这 些 等 腰 三 角形 都 全 等 。 由 此 可 得 ， 这 些 等 腰 三 
角形 从 O 点 到 底 边 上 的 高 都 相等 。 以 0 为 圆心 ， 以 相等 的 高 
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为 半径 可 作 一 贺 ， 此 贺 必 与 多 边 形 各 边 相 切 ， 即 多 边 形 是 回 
的 外 切 多 边 形 。 定 理 得 证 。 

相似 多 边 形 ” 按 图 形 相似 的 一 般 定义 ， 两 多 边 形 相 似 是 . 
指 一 个 多 边 形 可 用 相似 变换 变 成 另 一 个 多 边 形 。 

定理 15.9 商 个 边 数 相同 的 正 凸 多 边 形 必 相 似 ， 

ed el 


两 个 边 数 相 同 的 正 多 边 形 ， 用 k 二 分 : 来 表示 两 个 多 边 


形 对 应 边 的 比 ， dd Qs 
这 位 似 变 换 以 0 的 外 接 圆 圆心 为 相似 中 心 ， 并 以 上 为 相似 系 
数 。 经 过 位 似 变 换 后 ， 多 边 形变 成 多 边 形 @ ,其 边 长 为 
k.B.B,= A,4,, 泵 多 边 形 QO’ 全 等 于 多 边 形 了 ， 再 经 过 必 
要 的 运动 ，8' 可 重合 于 了 ， 但 位 似 及 运动 接连 运用 的 结果 
为 相似 变换 ， 故 多 边 形 @ 可 用 相似 变换 变 成 多 边 形 已 ， 即 多 
边 形 了 相似 于 多 边 形 Q 。 定 理 得 证 。 
我 们 根据 外 接 贺 半径 R 来 求 正 多 边 形 的 边 长 ， 先 求 正 
7* 边 形 ( 如 图 126 ) ， 正 六 
边 形 的 内 角 等 于 120"， 因 
此 , 八 4,04, 是 一 个 正三 角 
形 ， 其 内 角 等 于 60”。 由 此 
可 得 ， 正 六 边 形 的 边 长 等 于 
它 的 外 接 圆 的 半径 R 。 
正四 边 形 的 内 角 等 于 
90"， 即 正四 边 形 是 一 个 正 图 126 | 
方形 (如 图 127 ) 。 在 人 4 ,04 中， A4,=~4,=45"， 而 
Z4,04; 一 90"， 因 此 ， 可 以 得 出 :; 
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图 127 
A,4,= 


OA, 
CoS EE -RV2. 


正三 角形 的 内 角 等 于 60"。 在 八 A4,04, 中 ， 人 L044;= 
人 04,4, 二 30%( 如 图 128 ) ， 从 外 接 圆心 0 向 4,4, 作 一 条 
焉 线 O0B, 则 可 得; 

AiA,=2A,B=2.0A,c0s30°= RMV3. 


复习 题 及 练习 题 


1. 什么 样 的 图 形 叫 做 多 边 形 ? 什么 样 的 多 边 形 叫做 上 西 多 边 

形 ? i 

2. 证 明 : 如 果 折 线 B1.B,…B, 的 两 端点 B, 及 B,， 对 直 
线 ? 而 言 ， 位 于 不 同 的 半 平 面 内 ， 则 这 条 折线 必 与 直线 

”上 台 相 交 ， 

3. 证 明 :， 如 果 一 条 直线 号 户 多 边 形 有 三 个 公共 点 ， 则 这 直 
线 必 包 含 凸 多 边 形 的 一 条 边 ， 

4. 证 明 ， 串 多 边 形 的 任意 一 条 对 角 线 ， 把 这 个 凸 多 边 形 分 
成 阙 个 钙 多 边 形 ， 这 两 个 凸 多 边 形 ， 对 这 条 对 角 线 而 

”，” 言 ， 位 于 不 同 的 半 平 面 内 ， 

5. 证 明 ， 册 多 边 形 的 内 角 之 和 等 于 (n 一 2) x 180。 ， 它 的 外 
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角 之 和 等 于 360"。 


,什么 样 的 图 形 叫 做 多 边 域 ? 
. 叙述 并 证 明 ， 有 关 两 个 凸 多 边 形 周 长 关系 的 定理 (假定 


一 个 凸 多 边 形 位 于 另 一 个 凸 多 边 形 之 内 ) ， 


， 是否 可 以 在 边 长 为 3cm 的 正方 形 内 作 一 个 边 长 为 4cm 的 


下 三 角形 ? 


,叙述 并 证 明 ， 有关 一 条 凸 折线 和 包围 它 的 凸 折线 的 长 度 


关系 的 定理 。 


， 证 明 ， 两 个 等 边 的 正 凸 4 边 形 是 全 等 的 正 凸 # 过 形 。 
， 介 人 么 样 的 直线 是 正 凸 多 边 形 的 对 称 轴 ? 叙述 并 证 明 有 关 


这 方面 的 定理 。 


.证明 :每 个 正 多 边 形 都 可 以 作 一 个 外 接 圆 和 一 个 内 切 圆 。 
， 证 明 两 个 边 数 相同 的 正 凸 多 沁 形 是 相似 的 多 边 形 。 
证明， 过 数 相 同 的 正 多 边 形 的 周 长 比 ， 敌 于 它们 外 楼 网 


的 半径 比 ， 也 等 于 内 切 贺 的 半径 比 。 


， 如 和 多边 形 的 外 缔 较 半径 为 丸 ， 试 求 正六 边 形 、 正 四 边 


形 ( 基 正 方形 ) 和 正三 角形 的 边 长 。 
试 求 贺 的 半径 与 边 数 相 同 的 内 接 正 多 边 形 、 外 切 正 多 边 
形 了 的 边 长 之 间 的 关系 。 


.已 知 正八 边 形 的 外 接 贺 半径 。 求 正八 边 形 的 边 长 ， 
.已 知 正 十 边 形 的 外 接 贺 半径 ，。 求 正 十 边 形 的 边 长 ，( 提 


示 ， 请 参照 813 中 第 17 题 。) 


,已 知 正 五 边 形 的 外 接 贺 半径 ， 求 正 五 边 形 的 边 长 ， 


$ 16， 图 形 的 面积 
面积 的 概念 ” 求 图 形 面 积 问题 可 追 漳 到 远古 时 期 ， 人 类 


“在 生活 实 中 中 经 常 明 到 这 方面 的 同 题 
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现在 看 图 129 中 的 两 地 块 ， 一块 是 正 方形， 而 另 一 块 是 
任意 图 形 ， 现 在 假设 ， 在 这 
两 块 地 上 播种 小 麦 ， 播 种 后 
计算 出 用 种 籽 量 。 设 在 第 一 
块 地 播 1 公斤 种 籽 ， 很 月 然 
我 们 可 以 认为 : 第 二 块 地 是 


第 一 块 地 的 一 倍 。 如 果 我 


们 以 第 一 块 地 作 度量 的 单位 ， 那 么 上 面 所 指出 的 倍数 一 ， 我 


们 将 称 之 为 第 二 块 地 的 面积 。 用 这 种 方法 确定 的 面积 概念 其 
有 如 下 三 条 性 质 ， 

第 一 ， 因 为 播种 时 每 所 地 都 需要 一 定数 量 的 种 籽 ， 所 以 
每 块 地 都 具有 确定 的 面积 。 

第 二 ， 对 全 等 的 地 块 ， 播 种 时 需 用 同 量 的 秘 籽 ， 所 以 全 
等 的 地 块 具 有 相同 的 面积 。 

第 三 ， 如 果 把 已 知 的 地 块 分 成 两 部 分 ， 则 已 知 地 块 的 播 

种 量 等 于 所 分 两 部 分 地 块 的 播种 量 之 和 。 因 此 ， 叉 个 地 块 的 
面积 徊 于 它 的 各 个 部 分 地 块 的 面积 之 和 . 
”按照 上 面 所 给 的 定义 ， 为 了 知道 地 块 的 面积 ， 我 们 必须 
在 地 块 上 进行 播种 。 然 而 ， 在 日 常生 活 中 ， 往 往 需要 解决 的 
问题 恰好 与 此 相反 ， 即 播种 时 要 求 计算 不 同 大 小 地 块 所 需要 
的 种 籽 量 。 假 如 我 们 知道 地 块 的 面积 ， 则 将 地 块 面积 乘 以 单 
位 面积 上 所 播种 籽 量 ， 即 可 得 出 这 地 块 上 所 需 播 的 种 籽 量 。 
可 是 ， 如 何 才能 计算 出 地 块 的 面积 呢 ? 

现在 我 们 证 明 ， 上 面 指出 的 面积 三 条 性 质 可 确定 面积 ， 
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并 求 出 计算 简单 图 形 面积 的 公式 。 
可 分 成 若干 个 三 角形 的 图 形 叫 做 简单 图 形 ， 其 中 ， 象 平 
行 四 边 形 、 梯 珍 、 凸 多 边 形 都 是 简单 图 形 ，。 
蚂 形 的 面积 ”首先 求 矩 形 的 面积 。 在 图 130 中 ， 所 纵 正 
访 形 是 度量 面积 的 单位 ， 而 所 绘 和 矩形 是 一 个 需要 度量 面积 的 
图 形 。 


图 130 
将 正方 形 的 两 边 各 分 成 WX 等 分 ， 然 后 过 各 分 点 作 平 行 于 
正方 形 各 边 的 平行 线 ， 如 此 可 将 正方 形 分 成 N? 个 小 的 正方 
形 ， 图 中 给 出 的 正方 形 每 边 分 成 五 等 分 ， 这 个 正方 形 共 有 
5 X 5 二 25 个 小 的 正方 形 。 : 
”” 狐 在 求 小 正方 形 的 面积 。 根据 面积 的 性 质 ， 可 知 大 正方 
形 的 面积 等 于 诸 小 正方 形 面积 之 和 。 因 为 大 正方 形 的 面积 等 


于 1， 而 小 正方 形 共有 N* 个 , 所 以 小 正方 形 的 面积 等 于 #3。 
如 果 以 4 来 表示 小 正方 形 的 边 长 ， 则 4 一 六 因而 ， 小 正 
方形 的 面积 可 表示 为 -As 一 全 。 


现在 在 射线 AB 和 AC 上 ， 截 取 Cd 205 39， 等 线 
段 ， 且 过 等 分 点 作 平 行 于 矩形 两 边 的 平行 线 ， 如 此 ， 便 可 把 
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矩形 分 成 边 长 为 4g 的 小 正方 形 网 ， 求 出 在 矩形 内 有 多 少 个 小 
正方 形 ， 即 可 求 出 矩形 的 面积 ， 
设 ” 和 矩形 的 边 长 为 6 和 忆 ， 用 整数 加 表 不 4 除 以 2 的 
商 ， 用 整数 nn 表示 5b 除 以 4 的 商 。 由 此 可 得 知 在 矩形 内 共有 
小 正方 形 mn 个 ,而 且 在 矩形 内 不 可 能 有 大 于 (mw 十 1)(n 十 1 个 
小 正方 形 。 因 此 ,和 矩形 的 面积 必 介 于 miig? 及 (mm 十 1)(nt+1)g” 
之 间 ， 有 即 
mng: SCm+i+1)nt1)a’, 
现在 证 明 乘 积 邓 也 介 于 这 两 数 之 间 。 事 实 上 ，mg< a< 
(m 十 1)g，n4a 志 < 之 (% 十 1)q。 因 此 得 出 ， 
mng’<<ab<m+1)(n+1)g’. 
既然 两 数 3 及 ab 都 介 于 两 数 mngq ?及 Cm 十 1)(n 十 1)q 之 
间 ， 故 5 及 ab 之 差 不 可 能 大 于 (m 十 1)(x 十 1)q? 一 mngq*， 邯 
不 可 能 大 于 mg 十 nq” 十 q*。 但 因 mgq 夺 4 ，19 委 己 , 所 以 ,和 
及 5 之 盖 不 可 能 大 于 si 假如 NN 取 值 充 分 大 ， 则 


ag+bat+oq’ a 十 ”将 是 一 个 相当 小 的 数 。 因此 ， 


S$S 及 ab 之 差 将 是 一 个 相当 小 的 数 ， 而 这 只 当 5 及 ab 相 等 时 才 
有 可 能 ， \ 
所 以 ， 边 长 为 a 和 1 的 矩形 面积 
$=ab, 
这 里 4 及 是 矩形 的 边 长 是 以 小 正方 形 的 边 长 为 长 度 
单位 量 的 ( 这 小 正方 形 是 度量 面积 的 单位 ) 。 : 
简单 图 形 的 面积 
求 平行 四 边 形 的 面积 。 设 48CD 是 一 个 已 知 的 平行 边 
形 (如 图 131)， 如 果 这 个 平行 四 边 形 不 是 一 个 矩形 , 则 志 4 和 
全 耻 中 必 有 一 个 是 锐角 ,为 了 明确 起 见 ， 设 人 4 是 一 个 锐 关 
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〈《 如 图 所 示 ) ， 过 4 点 同 直 线 CD3 引 垂 线 4E， 梯 形 4B8C 瑟 的 
面积 等 于 平行 四 边 形 4BCD 的 面 


9 积 与 三 角形 4DE 的 面积 之 和 ， 
过 了 点 向 直线 CD 引 垂 线 
BF， 梯 形 4BC 的 面积 又 等 于 
£ 7 FC 上 矩形 4BFB 的 面积 与 三 角形 


图 131 BCF 的 面积 之 和 。 直 角 三 骨 形 
ADE 与 直角 三 角形 BCF 全 等 ， 这 就 是 说 ， 两 个 三 角形 的 面 
“ 积 也 相等 。 由 此 可 得 出 ， 平 行 四 边 形 48CD 的 面积 等 于 和 矩形 
ABFE 的 面积 ， 即 等 于 4B. BF， 

线段 BF 是 平行 四 边 形 中 相应 于 4B 及 CD 两 边 之 高 ， 即 
平行 四 边 形 中 4B 和 CD 两 平行 对 边 间 的 距离 。 
因此 ， 平 行 四 边 形 的 面积 等 于 它 的 一 条 边 与 其 相应 高 的 
二 积 ， i : 
求 三 角形 的 面积 。 设 48C 是 一 个 已 知 的 三 角形 《如 图 
132 ) ， 过 三 角形 顶点 C 作 一 条 
底 边 48 的 平行 线 ， 过 顶点 4 作 pp . C 
一 条 BC 边 的 平行 线 ， 其 交点 
为 D， 由 此 可 得 到 平行 四边形 
ABCD( 如 图 所 示 )。 平行 四 有 
边 形 4BCD 的 面积 等 于 三 角形 
ABC 的 面积 与 三 角形 CD4 的 面 : 
积 之 和 。 因 为 这 两 个 兰 角形 全 等 ， 所 以 平行 四 边 形 的 面积 等 
于 三 角形 4BC 面 积 的 二 倍 。 平 行 四 边 形 中 相应 于 4B 边 的 高 
等 于 三 角形 4BC 中 4B 边 上 的 高 。 
由 此 可 得 出 ， 三 角形 的 面积 等 于 它 的 一 条 边 和 这 条 边 上 
高 的 聚积 二 一 半 ， 
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求实 形 的 面积 , 设 4BCD 是 一 个 已 知 的 梯形 (如 图 133)， 
梯形 的 对 有 角 线 4C 把 梯形 分 “- ， 5 
成 两 个 三 角形: A4BC 相 
人 和信 CDA， 因 此 , 梯形 4BCD 
面积 和 义 于 这 两 个 三 角形 面 


积 之 和 。 三 角形 48C 的 面 4 £¢ 2 
积 等 于 村 4B.CB， 而 三 角 图 133 
形 4CD 的 面积 等 于 DC。AF。 这 两 个 三 角形 的 高 CE 和 
AF 是 平行 线 4B 和 CD 之 间 的 距离 ,这 个 距离 叫做 梯形 4BCD 
的 高 。 

由 此 可 得 ， 梯 形 的 面积 等 于 它 的 两 底 之 和 的 一 半 与 离 的 
乘积 ， ~ 


简单 图 形 的 面积 与 它 分 割 成 三 角形 的 方法 无 关 。 和 简单 图 
形 的 面积 等 于 组 成 这 图 形 的 各 三 角形 面积 的 和 。 然 而 ， 一 个 
向 单 图 形 可 用 不 同 的 方法 分 割 成 数 个 三 角形 ， 因 此 便 出 现 一 
个 问题 ， 即 简单 图 形 的 面积 与 它 分 割 成 三 角形 的 方法 是 否 有 
关系 。 我 们 说 ， 简 单 国 形 的 面积 与 它 分 割 成 三 角形 的 方法 是 
无 关 的 ， 

首先 证 明 ， 计 算 三 角形 
面积 时 ， 不 管 取 哪 一 条 边 与 
相应 的 高 ， 所 求 得 的 三 角形 
的 面积 都 是 相等 的 , 设 4BC 
是 一 个 已 知 的 三 角形 ( 如 图 
134 )， 作 这 三 角形 的 高 
CCi 及 3BBi。 直 和 角 三 角形 


AC,C 与 直角 三 角形 4B,8 相 似 ( 因为 <4 是 公共 角 )。 因 
此 可 得 到 : 
AC _ CC， 
AB 3B 
AC.:BB,=AB'CC,., z 
由 此 可 知 ,在 我 们 计算 三 角形 4BC 的 面积 时 ,无 论 取 4C 边 与 
其 高 BB,， 或 取 AB 边 与 其 高 CC , ,所 求 得 的 结果 是 相同 的 。 
现在 证 明 : 无 论 怎样 分 割 三 角形 ， 三 角形 的 面积 都 等 于 
分 割 后 的 小 三 角形 面积 的 总 


Ce 
和 ， 但 面积 的 值 写 分 割 方法 
无 关 。 首 先 分 析 图 135 中 所 
示 出 的 分 割 方法 ， 存 这 里 ， 
三 角形 4BC 分 割 成 三 角形 8 
CAD,, CDD,, CD.,B,, 2, 2 3 
1 学 等 。 所 有 这 些 三 角形 图 135 
从 公共 顶点 C 到 底 边 上 的 高 z 
者 等 于 hh， 这 个 高 也 是 三 角形 48C 的 高 。 
分 割 所 得 小 三 角形 面积 之 和 等 于 
AD,':h 万 万) 站 , D,D,:h 
ee 十 
_ (4D, 上 +D,D, 十 DD, 十) 有 
2 如 
因为 ”4Di 二 Di:DD: 十 站 :站 :十 …… 一 4 了 
所 以 分 割 所 得 小 三 角形 面积 人 


， 即 等 于 三 角形 


48BC 的 面积 。 
现在 我 们 把 三 角形 4BC 任意 地 分 割 成 一 些小 三 角形 ， 
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其 中 任意 两 个 小 三 角形 的 相关 位 置 不 外 乎 三 种 情况 : 或 者 没 
有 公共 点 ， 或 者 有 一 个 公共 顶点 ， 或 者 有 一 条 公共 边 。 这 种 
分 割 法 如 图 136 所 示 。 

图 137 示 出 一 个 分 淹 后 的 三 角形 PQR，。 三 角形 PQR 的 面 
积 可 用 三 个 三 角形 4PQ，AQR，ARP 面积 的 代数 和 表示 。 


到 136 图 137 


如 果 三 角形 eh 中 每 个 顶点 分 别 用 顶点 4 来 代替 ， 则 可 得 
出 三 个 三 角形 4PQ，AQR，ARP， 这 三 个 三 角形 的 面积 分 
直 负 ,我 们 接 下 列 规划 取 符号 ,如 果 被 顶点 4 所 代 着 的 顶点 ， 
对 另外 两 顶点 的 连 线 而 言 ， 与 顶点 4 位 于 同一 侧 时 ， 则 三 角 
形 面积 取 “ 十 ”号 ; 如 果 被 顶点 4 所 代替 的 顶点 ， 对 为 外 由 
顶点 的 连 线 而 言 ， 与 项 点 4 位 于 不 同 的 两 侧 时 ， 则 取 “一 
号 ; 如 果 三 个 顶点 P，0Q，R 在 一 条 直线 上 时 ， 则 不 必 考 上 处 
计算 面积 的 代数 和 ， 因 为 这 时 三 角形 PQR 成 直线 ， 其 面积 
等 于 零 。 

我 们 就 图 137 示 出 的 三 角形 POR 的 位 置 来 验证 上 面 的 断 
言 。 按 上 面 刚 证 明 过 的 结果 可 有 : 
SCPOR)=S5C(PQO)+S(CQRO)， (5 表面 积 ) 
SCAPO)=SC(APO)+S(POO), 
SCARO)=SC(CARO)+S(ORO), 
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SCAPR)=SC(CAPO) +S(ARO)., 
由 此 得 出 : 

S(POR)=S(APO)+S(ARO)—S(APR). 

关于 三 角形 POR 的 面积 是 三 个 三 角形 4PQ、4QR 和 
ARP 面 积 之 代数 和 的 概念 ， 经 过 上 述 三 角形 POR 位 置 的 实 
际 沁 例 的 验证 之 后 , 得 出 我 们 的 结论 是 正确 的 。 当 APOR 在 
其 它 位 置 时 ， 我 们 相信 这 个 结论 也 是 正确 的 。 

当 每 个 分 割 所 得 的 小 三 角形 面积 用 以 顶点 为 4 的 -一些 分 
割 后 的 三 角形 面积 之 代数 和 表示 时 ， 我 们 把 被 分 割 的 所 有 三 
角形 面积 加 起 来 ,将 得 到 诸 信 AX 了 面积 之 和 ,其 XY 是 分 割 三 
角形 的 边 ,假如 线段 X 了 在 三 角形 4BC 的 内 部 , 则 人 AXY 的 面 
积 在 这 个 代数 和 中 会 出 现 两 次 ， 因 为 XY 是 两 个 分 割 后 的 三 
角形 公共 边 。 又 因为 以 XY 为 公共 边 的 两 个 小 三 角形 位 于 直 
线 4 了 的 两 便 ， 所 以 三 角形 4XY 的 面积 会 出现 一 次 为 “十 ” 
号 ， 一 次 为 “一 ”号 ， 因 此 ， 这 两 项 相互 抵消 。 

“如 果 线 段 XY 在 三 角形 4BC 的 BC 边 上 , 则 三 角形 4XY 的 - 
面积 在 代数 和 中 仅 出 现 一 次 ， 并 且 带 “+” 号 ; 如 果 线 有 段 
XY 在 4B 或 4C 边 上 ， 则 三 角形 4XY 的 面积 等 于 零 。 总 而 言 
之 ， 分 割 所 得 的 三 角形 面积 之 和 等 于 XY 边 位 于 BC 边 上 的 那 
些 三 角形 4XY 的 面积 之 和 ， 而 上 面 证 过 ， 这 面 积 之 和 等 于 
三 角形 4B8C 的 面积 。 因 此 ， 三 角形 4BC 的 面积 等 于 任 音 分 
割 成 的 三 角形 面积 之 和 ， 

现在 假设 了 是 一 个 已 知 的 简单 图 形 ， 第 一 分 割 方法 把 F 
分 成 诸 三 角形 A,，A;，，A;，。…; 第 二 种 分 割 方 法 把 下 分 成 
请 三 角形 A!:，A;，A,;，…。 我 们 证 明 这 两 种 方法 分 成 的 各 
三 角形 面积 之 和 必 相 等 ， 

如 果 把 这 两 种 分 割 方 法 所 分 得 的 三 角形 拿 到 一 起 ， 那 么 
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就 使 图 形 卫 分 成 许多 凸 多 边 形 ， 三 角形 .四 边 形 .五 边 形 各 六 
边 形 。 每 一 个 这 种 多 边 形 是 第 一 种 分 割 法 的 一 个 三 角形 和 第 
人 
部 分 ， 图 138 示 出 这 样 一 个 五 边 
形 。 wo 形 再 分 成 为 
ce 
使 其 中 任 两 三 角形 或 者 没有 公共 
点 ; 或 者 有 一 个 公共 顶点 ; 或 者 
有 一 条 公共 边 。 

根据 已 证 明 的 部 分 ， 可 知 ， 图 形 下 的 第 一 种 分 割 方法 的 
每 个 三 角形 Ax 的 面积 等 于 Ax 所 包含 的 那些 三 角形 A% 的 面 
积 之 和 。 同 样 图 形 忆 第 二 种 分 割 方法 的 每 个 三 角形 Ag 的 面 
积 等 于 Ax 所 包含 的 那些 三 角形 Ax 的 面积 之 和 。 因 此 ; 图 形 
第 一 、 第 二 种 分 割 方法 的 各 个 三 角形 面积 的 和 均等 于 所 有 
三 角形 Ax 面积 之 和 。 所 以 第 一 分 割 法 的 各 个 三 角形 曾 积 之 
和 等 于 第 二 种 分 割 法 的 各 个 三 角形 面积 之 和 。 这 就 是 说 ， 图 
形 卫 的 面积 与 它 分 割 三 角形 的 方法 无 关 。 

相似 图 形 的 面积 设 忆 ,和 已 , 是 两 个 相似 的 简单 图 形 ， 
现在 我 们 来 前 明 这 两 图 形 的 面积 之 间 的 关系 。 因 为 两 个 图 形 
相似 ， 所 以 存在 相似 变换 ， 把 图 形变 成 图 形 FF,。 

现在 把 图 形 F, 分 割 成 三 角形 Mis A,, A Sup 图 形 
F, 变 成 ,的 相似 变换 使 三 角形 Ai，A:，As:，… 变 成 三 角 
As A A 的 色 形 上， 的 面积 等 于 诸 三 形 和 A:, 

"的 面积 之 和 ， 而 图 形 了 ,的 面积 等 于 庄 三 角形 A 
人 AA;。A;，… 的 面积 之 和 ， 

如 果 相 似 系 数 等 于 k， 则 三 角形 A* 的 尺寸 是 相应 三 角 
形 A 的 尺寸 的 上 售 , 其 中 ,三 角形 A“ 的 边 和 高 是 三 角形 A 的 

。 129 。 


相应 边 和 高 的 大 倍 。 由 此 可 得 : S(A:) = SCAe7) 把 这 些 
等 式 加 起 来 ， 则 得 
SEC SCF) 
eh 是 图 形 , 和 五 ,的 对 应 线性 尺寸 的 比值 ， 即 


k= 一。 因此 


即 “ 相 似 图 形 面积 的 比 ， 等 于 其 对 应 线 性 尺寸 的 平方 
之 比 ， I 


”复习 题 及 练习 是 


| 令 述 面积 的 性 质 。 

2. 斌 证明， 第 形 的 面积 等 于 ct， 其 中 & 和 ! 是 矩形 的 边 
长 。 

3. 证 了 明 * 平行 四 边 形 的 面积 等 于 一 条 边 与 该 边 相 应 的 向 的 
乘积 。 

4 证明， 三 角形 的 面积 等 于 它 的 一 条 边 和 这 条 边 上 高 的 妥 
积 的 一 半 。 

5， 证 明 ， 三 角形 4BC 的 面积 等 于 

FAB.AC.sind. 
6. 证 明 ， 梯 形 的 面积 等 于 它 的 两 底 之 和 的 一 半 与 高 的 乘 
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各!， L 
7. 证 明 贺 的 外 切 瑟 多边形 的 面积 等 于 多 边 形 的 半 肝 长 与 它 
的 内 切 圆 半径 的 乘积 。 
8. 把 已 知 三 角形 分 成 任意 个 小 三 角形 ， 试 证 明 各 个 小 三 角 
形 面积 的 和 等 于 已 知 三 角形 的 面积 。 
9. 试 证 明 ， 人 简单 图 形 的 面积 与 它 分 割 三 角形 方法 无 关 。 
10. 相似 图 形 页 积 的 比值 等 于 什么 ? 


S$ 17、 圆 的 周 长 和 圆 域 的 面积 


圆 的 周 长 ” 设 P 为 一 个 圆 的 内 接 凸 多 边 形 ，4 和 了 是 它 
的 相 邻 的 两 个 项 点 (如 图 139 )， 

”在 辆 的 48 弧 上 了 到 一 点 C， 并 用 
P, 表示 以 多边 形 P 了 中 各 顶点 及 
点 C 为 顶点 的 另 一 多 边 形 。 由 上 
可 知 : 4B<<4C+CB， 所 以 多 
边 形 忆 , 的 周 长 大 于 多 边 形 书 的 
周 长 。 

如 果 不 断 地 增加 加 内 接 多 边 
形 新 的 顶点 ， 那 么 圆 内 接 多 边 形 

的 周 长 也 随 之 增 大 ， 但 是 ， 贺 内 接 多 边 形 的 周 ' 长 不 可 能 无 

限 地 增 大 。 如 果 在 该 贺 外 作 某 一 个 外 切 多 边 形 ， 则 贺 内 接 多 

边 形 的 周 长 必 小 于 圆 外 切 多 边 形 的 周 长 。 例 如 ， 圆 外 切 正方 

形 的 周 长 为 8R， 癌 的 任意 内 接 多 边 形 的 周 长 必 小 于 8R。 
我 们 把 大 于 圆 的 任何 内 搂 多 边 形 周 长 的 诸 数 中 之 最 小 值 

叫做 图 的 周 长 。 

不 管 a 为 一 一 个 什么 样 的 正 数 ， 我 们 总 可 以 在 一 个 已 知 加 

内 作 一 个 内 接 多 边 形 ， 使 贺 的 周 长 1 与 内 接 多 边 形 周 长 之 浆 
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图 139 


小 于 a。 假 如 我 们 认为 这 个 结论 是 不 正确 的 ， 那 么 圆 的 任意 
内 接 多 边 形 的 周 长 将 小 于 1 一 a， 从 而 圆 的 任意 内 接 多 边 形 
的 周 长 必 小 于 了 工 一 广 。 但 工 一 本 小 于 1 ， 1 一 村 又 大 于 圆 的 
任意 内 接 多 边 形 的 周 长 ， 因 此 i 不 是 比 贺 内 任何 内 接 多 边 形 
周 长 长 的 诸 数 中 之 最 小 值 ， 这 和 为 圆周 长 矛盾 。 上 述 结 论 
得 证 。 

定理 17.1 ”两 个 圆 的 周 长 之 比 等 于 半径 之 比 ， 同 时 也 等 


于 直径 之 比 。 
证 明 0 1 各 1s 是 两 加 
的 周 长 ， 按 定 理 的 结论 ， Fe 现在 假设 这 个 结论 是 


不 正确 的 ,那么 必 有 最: 了， 或 东 :<- 了 为 了 明确 起 


见 ， 设 于 Rs i 即 了 ,> 
Ry i R, L, 


kf,, 
pi 与 该 圆 的 局 长 之 差 小 于 1 一 1 即 一 D 攻 人 一 lk， 
那么 加 > 站 5。 

再 在 第 二 个 圆 内 作 一 个 内 接 多 边 形 @:， 使 @,: 与 @: 相 
似 。 

设 加 为 @: 的 周 长 ， 多 边 形 @: 的 周 长 与 多 边 形 @: 的 周 长 
之 比 等 于 两 圆 半径 之 比 ， 有 好 p=k*p,。 因 为 p>k*[,， 而 
i 二 Kp,， 所 以 D1;。 然 而 ， 这 与 加 的 周 长 定 义 相 了 矛盾， 
按 加 的 周 长 定 义 ，1, 必 大 于 它 的 任意 内 接 多 边 形 的 周 长 p,。 
因此 ,两 个 贺 的 周 长 之 比 等 于 两 图 半径 之 比 ,同时 也 等 于 两 加 
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直径 之 比 ; 


Rd 
ls Re 
式 中 : dik 24; 为 两 已 知 贺 的 直径 。 


定理 得 证 ， 
由 定理 17 .1 可 得 出 ， 
i 
ds dd,” 
即 ” 卉 的 周 长 和 直径 的 化 是 一 个 常数 ， : 
贺 的 周 长 和 直径 的 比 叫做 图 周 率 ， 这 个 常数 用 希腊 字母 
江 表 示 ， 是 一 个 无 理 数 。 它 的 近似 值 是 ， 
一 3.1416。 
由 此 得 出 ， 计 算 圆 周 长 的 公式 
[=2xR., 
车 骤 长 ”强度 制 贺 弧 长 指 的 是 大 于 圆 弧 凡 接任 何 局 折 
线 长 的 诸 数 中 的 最 小 值 。 在 图 140 中 ， 我 们 看 到 圆 强 4 B 和 


A NN 


本 
140 


内 接 于 BB 的 一 条 凸 折线 ， 我 们 常 把 部 的 弧 长 简称 为 矣 ， 
不 管 4 是 一 个 什么 样 的 正 数 ， 在 一 个 已 知 的 圆 弧 中 ， 我 
们 总 可 作 一 条 内 接 号 折线 使 其 长 与 弧 长 之 差 小 于 a 。 这 个 定 
义 可 用 证 明 圆周 长 定义 的 方法 来 证 明 ， 
定理 17.2” 贺 绝 长 ! 可 按 下 列 公式 计算 : 
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式 中 «是 弧 所 对 的 圆心 角 的 度数 . _ 
证 明 在 已 知 弧 4 上 取 一 点 C，C 点 把 妆 记 分 成 两 人 


贺 弧 ，A4C 和 CB， 首 先 证 明 ，A4 已 长 等 于 4CG 长 与 C 记 长 
之 和 ， 

设 a 为 一 个 任意 小 的 正 数 ， 在 4 训 、A4 忆 和 CB 内 分 别 
作 内 接 折 线 Y、Yyi 和 YY，， 使 各 折线 的 周 长 与 相应 弧 长 之 差 小 
于 & ,把 折线 71 及 折线 7; 的 顶点 增添 到 折线 7 的 顶点 中 ,并 把 
折线 7 的 顶点 增添 到 折线 7, 及 Y, 的 顶点 中 ， 我 们 分 别 得 到 认 
接 于 弧 4B、AC 及 C B 的 折线 Y'、7Y1 及 7;。 随 着 内 接 凸 拆 
线 的 折扣 不 断 增多 ， 内 接 凸 折线 的 长 也 随 之 增加， 则 折线 
Y 、Y: 和 7Y? 之 长 与 其 相应 的 弧 长 之 差 也 总 会 小 于 4。 

周 1、 与 i; 分别 表 4 B、AC 及 C B 之 长 ， 而 用 s、 
$1 和 s ;分别 表 折线 Y  、 和 及 Y 之 长 。 折 线 及 7Y: 是 折线 Y 被 
C 点 所 分 成 的 两 个 部 分 ,因此 ,折线 Yi 之 长 等 于 折线 7Y: 及 7: 用 
长 度 之 和 ， 即 =5, 十 s,。 因 1 一 s<a, 1 一 se, 1,— 5， 
4， 而 s==$s1 十 ss， 故 1 与 1 十 1 之 差 小 于 4。 又 因为 和 i 十 
1 ,都 是 定 值 ， 而 4 值 可 取 任 意 小 ， 所 以 只 有 I=1,+l, 时 ，, 
1 与 1 十 1, 之 差 才 有 可 能 小 于 a 。 结论 得 证 ， 

现在 我 们 证 明 ， 弧 4 也 之 长 由 下 列 公式 给 出 
1 _7R 


一 一 人 人 


180°° 
设 是 一 个 较 大 的 正 
整数 ,我 们 用 9 表示 角 ! ,以 


射线 0O4 为 一 边 ， 以 Q 为 顶 
“134“ 


乓 作出 等 于 6， 20， 30。…， 的 角 ， 人 议 n 是 a 除 以 4 的 整数 


商 ， 则 
ng<a<(n+1)0 
了 180 (n+1)180 
SX N < 0 所 N 当 
出 此 可 得 ， 
名 rR 7 十 1 
二 
页 中 和 1184<< vy "Re, 


因为 圆 的 弧 长 等 于 它 的 各 个 部 分 的 和 ， 所 以 6 角 所 对 的 
孤 之 长 等 于 二 于- 4 1 个 等 于 一 弧 的 和 |， 但 小 于 


十 工 个 等 于 -3 - 弧 的 和 ， 即 


nn 1 
-x Kk<AB<— -nxR, 
N™ ~ 


从 上 面 两 个 不 等 式 ， 我 们 在 到 弧 A 忆 之 长 和 数 了 RE 都 介 


于 两 数 -全 天 及 2 二 了 之 间 。 由 此 可 得 出 ， 弧 4 方 之 长 与 


数 了 之 差 不 大 于 


XR _ XR 
N+1) N i 
即 “不 大 于 3 ， 因 为 N 可 以 取 任意 大 的 值 , 所 以 怕人 之 长 
必 与 数 45< 相 等 。 定 理 得 证 。 
e 135 ， 


性 长 与 圆 的 半径 的 比 叫做 月 的 红 度 .四 怕 长 的 计算 公式 
可 得 ; 


人 
R 180° 


即 角 的 光度 可 由 角 的 度数 策 以 .得 到 。 特别 是 180° 角 的 


弧度 等 于 x ， 而 直角 的 弧度 等 于 也。 
绝 广 是 角 的 弧度 单位 ， 当 弧 长 等 于 半径 时 ， 贺 心 角 为 1 
法 度 ， 1 弧度 等 于 区-57.3°， 


贺 域 的 面积 ” 谢 形 的 面积 “弓形 的 面积 

距 定 点 0 不 大 于 玉 的 所 有 点 所 构成 的 图 形 叫 做 以 点 O 为 
圆心 、 以 有 为 半径 的 贺 域 ( 如 图 142 ) 。 以 点 0 为 圆心 、 以 
为 半径 的 圆 是 贺 域 的 边界 ， 通 常 叫 
做 圈 周 。 

图 域 的 面积 指 的 是 比 放 的 任何 内 
接 凸 多 边 域 面积 大 的 诸 数 中 最 小 值 ， 

定理 17.3 ”加 域 的 面积 等 于 它 的 
学 径 与 它 的 圆周 长 前 乘积 的 一 半 ， 


图 142 即 S -BR 


证 明 取 a4 为 一 个 任意 小 的 正 数 ， 在 圆 内 作 一 个 内 接 
凸 多 边 形 , 使 婴 内 接 多 边 形 的 边 长 小 于 a(cm) ,并 使 图 内 接 多 
边 形 的 边 长 与 敬 的 周 长 之 差 小 于 a(cm)， 而 圆 的 面积 与 该 多 
边 形 面积 之 差 小 于 aR(cm2?)。 为 此 , 我 们 首先 作 三 个 多 边 形 
P,、P ,和 P,， 使 第 一 个 多 边 形 满足 第 一 个 条 件 ， 第 二 个 多 
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边 形 满 足 第 二 个 条 件 ， 而 第 三 个 多 边 形 满足 第 三 个 条 件 。 现 
在 以 多 边 形 P, 和 了, 的 顶点 增添 于 多 边 形 P, 的 顶点， 我 们 
便 得 到 一 个 满足 上 述 三 个 条 件 的 多 边 形 了， 

网 内 接 多 边 形 了 的 面积 等 
于 以 圆心 为 公共 顶点 ， 贺 内 接 
多 边 形 了 的 边 为 底 边 的 诸 三 角 
形 面 积 之 和 (如 图 143 ) 。 现 
在 我 们 研究 三 角 形 O48 的 面 
积 ( 八 O04.B 是 这 类 三 角形 中 
的 一 个 )， 有 

S(OAB)=3AB.OC. 


因为 O04>0C>>04- 4C, : 图 143 
所 以 


| 也 4BCR 一 a)<S(O4B)< 寺 4B.R， 
把 所 有 这 类 不 等 式 加 起 来 ， 我 们 可 得 、 
bP (R-a)<S(P) TDR, 


式 中 为 圆 内 接 凸 多 边 形 P 的 周 长 ， 而 SC(P) 为 它 的 面积 . 
如 果 这 个 不 等 式 的 右 端 以 圆周 长 ! 代 殖 己 ， 而 左 端 以 
《I 一 a ) 代替 放 ， 则 有 加 强 不 等 式 


子 (1 一 0)(R 一 oO)<SCP)< 村 1R， 

或 
FIR- SaR+al~a’)<SP)<LIR 
2 2 2 

从 上 面 的 不 等 式 可 看 到 ;多边形 了 的 面积 8( 了 ) 与 - 志 之 
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差 小 于 号 十 41 一 4_， 又 因为 内 接 多 边 形 的 面积 与 加 的 面积 
之 差 小 于 aR( 作 图 的 条 件 ) ， 所 以 加 的 面积 与 -> 之 差 小 于 


2 四 
aR 于 这 就 是 说 ， 如 果 a 充分 小 时 ， 则 两 值 之 


差 可 小 到 任 人 所 欲 的 程度 ， 而 这 只 在 圆 面积 等 于 -时 才 有 


可 能 ， 定理 得 证 。 z 
位 于 圆心 角 内 的 那 部 分 圆 域 叫 属 形 ( 如 图 144 ) 。 扇 形 
面积 由 下 列 公式 给 出 ， z 


;a 

3S =NKR 3e0? 
”其 中 上 是 圆 的 半径 ， 型 4 是 扇形 圆心 
角 的 度数 。 证 明 这 公式 的 方法 与 证 明 
弧 长 公式 的 方法 相同 。 / 

加 域 与 半 平 面 的 公共 部 分 叫 号 形 
( 如 图 145 ) 。 不 等 于 半 贺 域 的 弓形 
面积 由 下 列 公 式 给 出 ， 
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ih 


oo -3 总 


10, 


11, 
12, 


其 中 Ss 是 以 圆 心 和 弓形 弧 的 端点 为 顶点 的 三 角形 的 条 


.如果 a<180", 则 取 “ 一 ”号 ;如 果 c>180" , 则 取 “ 十 ” 


复习 题 及 练习 题 


什么 电 图 的 周 长 ? 
， 坛 证 上 明 : 不 管 4 为 一 个 什么 样 的 正 数 ， 我 们 总 可 以 在 贺 


由 作 一 个 内 接 多 边 形 ， 使 其 周 长 与 圆周 长 之 差 小 于 a， 


.什么 叫 辕 弧 长 ? 
证 明 ， 周 周 长 的 公式 


i =2XR., 


证明; 如 果 点 C 把 弧 48 分 成 两 个 贺 弧 4 和 C 记 ， 则 


弧 Ai B 之 长 必 等 于 弧 如 及 弧 C i Se 


。 试 推导 略 弧 长 的 公式 ， 

.什么 叫 角 的 弧度 ? 把 30* 和 45° 角 化 为 弧度 ， 

， 给 出 圆 域 面积 的 定义 ， 

.. 证 明 ; 不 管 & 是 一 个 什么 样 的 正 数 ， 我 们 总 可 在 圆 内 作 


内 接 凸 多 边 形 ， 使 多 边 域 面积 与 贺 域 面积 之 差 小 于 4a， 
试 证 明 ， 计算 圆 域 的 面积 8 的 公式 ”S =xR?， 

其 中 忆 是 加 的 半径 ， 

什么 叫 扇形 ? 怎样 计算 扇形 的 面积 ? 

什么 叫 弓 形 ? 怎样 计算 弓形 的 面积 ? 人 
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第 二 部 分 “立体 几何 
$ 18， 立体 几何 的 公理 及 其 推论 


立体 几何 ”是 几何 的 一 个 篇 章 ， 专 门 研究 空间 图 形 ， 和 
平面 几何 一 样 ， 立 体 几 何 也 是 通过 有 关 定 理 的 证 明 来 建立 几 
何 图 形 的 性 质 。 由 公理 所 表明 的 最 简单 图 形 的 性 质 是 几何 的 
基础 ,点 、 宣 线 和 军 画 是 空间 的 最 简单 图 形 。 空 间 平 面 的 引进 
迫使 我 们 必须 扩大 公理 体系 。 正 因 如 此 ,我 们 引进 公理 组 C ， 
以 便 说 明 空 间 平 面 的 基本 性质 ， 这 组 公理 由 下 面 三 条 公理 组 
成 ， 

C， 任 章 一 个 平面 都 有 平面 内 的 点 和 平面 外 的 点 ， 

C， 如 果 两 全 平 面 有 一 个 公共 点 ， 那 么 它们 相交 于 经 
过 这 点 的 一 条 直线 。 

这 条 公理 肯定 ， 如 果 两 个 不 同 的 平面 c 和 8 有 一 个 公共 点 
C， 那 么 必 有 一 条 既 在 平面 ec 内 又 在 平面 8 内 的 直线 c 。 同 
时 ， 如 果 点 C 既 在 平面 & 内 又 在 平面 8 内 ， 那 么 它 也 必然 在 
直线 c 上 ， 

C， 过 两 条 相交 的 直线 ,可 作 一 平面 , 且 只 可 作 一 平面 。 

这 就 是 说 ,如 果 两 条 不 重合 的 直线 a 和 5 有 公共 点 C , 那 
么 必 有 一 个 平面 7, 同时 包含 直线 a 和 直线 5 ,具有 这 种 性 质 
的 平面 只 能 有 一 个 。 

因此 ， 立 体 几何 的 公理 体系 是 由 平面 几何 公理 和 公理 组 
C 组 成 。 为 了 便于 叙述 ， 在 这 里 重 述 凡 何 的 前 焉 组 公理 ， 

I;， 任意 一 条 直线 ， 都 有 直线 上 的 点 和 直线 外 的 点 ， 
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1 ， 经 过 任意 两 点 都 可 引出 一 条 直线 ， 而 县 只 能 引出 一 
条 直线 . | : 
ff， 直线 .上 的 三 点 ， 其 中 只 能 有 一 个 点 位 于 其 它 两 点 之 
间 ， 
1，。 直线 上 的 一 点 可 把 直线 分 割 成 两 条 射线 。 同 一 条 射 
线 上 上 的 两 个 点 不 可 能 被 这 条 射 组 的 端点 分 隔 ， 这 条 射线 上 的 
端点 只 能 分 跑 不 同 射线 上 的 两 个 点 . 
T， 直线 可 把 平面 分 着 成 两 个 半 平 面 。 如 果 某 一 条 线段 
的 两 个 端点 都 在 同一 半 平 面 内 ， 则 这 条 直线 不 可 能 与 直线 相 
交 ; 如 果 线 段 的 两 个 端点 在 不 同 的 半 平 面 内 ， 则 这 条 线段 必 
与 直线 相交 ， 
立体 几何 公理 的 一 些 推论 
定理 18 .1 过 一 条 直线 和 这 条 直线 外 的 一 点 ， 可 以 作 一 
个 平面 ， 且 只 可 作 一 个 平面 。 
证 明 设 4 是 一 条 已 知 的 直线 , B 是 直线 4 外 的 一 点 (如 
图 146), 在 直线 4a 上 取 任 意 一 点 4 ,根据 公理 I, 可知 确实 有 这 
样 一 个 点 , 按 公理 I, 过 点 4 和 点 8B 作 一 条 直线 5, 直 线 4 和 
是 两 条 不 重合 的 直线 ,因为 直线 马上 的 点 了 不 在 直线 < 上 。 直 
0 线 4 各 六 有 公共 点 4 ,过 直线 
4 和 5 可 以 作 一 个 平面 a( 按 
a 公 理 C,)， 这 个 平面 必 经 过 
da ' 直线 a 和 点 B。 
现在 我 们 证 明 ,过 直线 C 
图 “146 和 点 BB 的 平面 只 有 一 个 平面 
wa。 假设 还 有 一 个 不 与 平面 wx 重合 的 平面 w/ 经 过 直线 ac 和 点 卫 ， 
根据 公理 C ,可 知 : 两 个 不 相 重 合 的 平面 x 和 ww 必 相交 于 一 条 
直线 .由 此 可 得 出 ,平面 c 和 cx“ 上 的 任意 三 个 公共 点 都 在 一 条 
" 141 ， 


直线 上 。 然 而 ， 点 了 和 直线 a 上 的 两 个 点 不 可 能 在 一 条 直线 
上 ， 这 点 与 已 知 的 条 件 相 了 矛盾。 定理 得 证 。 

定理 18.2 ”如果 一 条 直线 上 有 两 点 在 一 平面 内 ， 那 么 这 
条 直线 必 在 这 平面 内 ， 

证 明 〈 参照 图 147 ) 设 e 是 一 条 已 知 的 直线 ， a 是 
一 个 已 知 的 平面, 根据 公 
理 I 可 取 一 点 不 在 直线 4 
上 的 点 4， 过 直线 a 和 点 4 
作 一 平面 x’ 。 根 据 定理 可 以 
肯定 : 如 果 平 面 wc “与 平面 4a 
重合 ， 则 平面 & 必 和 包含 直线 
4 ， 如 果 平 面 g 不 与 平 0 

合 ,; 则 平面 a’ 和 a 相交 于 含有 直线 a 上 两 个 点 的 直线 a 。 根 
据 公 理 1,， 可 知 直线 a 与 a 重合 ,因此 ,直线 4 在 平面 4 内， 
定理 得 证 . 

由 定理 18.2 可 推 知 ; 一 个 平面 与 这 个 平面 外 的 一 条 直 
线 或 者 不 相交 ， 或 者 只 相交 于 一 点 ， ee 

定理 18.3 ”过 不 在 一 条 直线 上 的 任意 三 点 ， 可 作 一 个 平 
面 ， 且 只 可 作 一 个 平面 。 

证 明 (〈 参照 图 148) 设 4,B、.C 是 不 在 一 条 直线 上 的 任 
意 三 点 ， 作 直线 43 和 4C。 
因为 点 4、 BC 不 在 一 条 直 
线 上 ， 所 以 直线 4 了 3 和 4C 
不 可 能 重合 .根据 公理 C;， 
过 直线 4B 和 4C 作 一 个 平 
面 ， 这 个 平面 内 必 有 点 4、 


图 147 


现在 我 们 证 明 ， 过 点 4、B、C 只 可 作 一 个 平面 。 根 据 
定理 18.2， 可 知 过 点 4、B、C 的 平 画 包含 直线 4 了 3 和 4C 。 
根据 公理 C ;， 可 断定 这 个 平面 是 唯一 的 。 定 理 得 证 ， 

平面 好 空间 分 成 两 个 半空 间 

定理 18.4 平面 把 空间 分 成 为 两 个 半空 间 . 如 果 点 X 
和 了 宇 同 一 半空 间 内 ， 那 么 线 段 XY 与 这 小 平面 不 相 区; 如 
果 点 XX 和 Y 在 不 同 的 华 空间 内 ， 那 么 线段 XY 必 与 这 个 平面 相 
5 

证 明 设 4 是 一 个 已 知 的 平面 ， 取 一 点 4 使 它 不 在 平面 
Qt 内 , 按 公理 C1!， 得 知 确实 存在 着 这 样 一 个 点 。 我 们 按 下 列 
规则 把 空间 的 不 在 平面 & 内 的 所 有 点 分 成 两 类 ;如 果 线 段 4X 
不 与 平 策 ge 相交 ， 那 么 我 们 把 点 XX 归 为 第 一 类 ; 如 果 线 段 AX 
与 平面 x 相交 , 那么 我 们 把 点 X 归 为 第 二 类 。 因 此 ,空间 的 不 
在 平面 & 内 的 每 一 态 卫 必 归 属于 这 两 类 中 的 一 类 .我 们 来 证 ， 
空间 的 这 种 划分 具有 定理 中 所 指出 的 性 质 ， 

讽 扩 X 和 了 都 是 第 一 类 的 点 。 过 三 点 4、X 和 了 作 一 平 

: 面 wa“ ， 如 果 平 面 w“ 不 与 平面 
2 相交 , 则 在 平面 &“′ 内 的 线 
段 XY 也 同样 不 与 平面 w 相 
交 。 假 设 平面 a 与 平面 4 相 
交 《如 图 149 )， 因 为 平面 
2 和 和 a’ 是 两 个 不 同 的 平面 ， 
所 以 它们 相交 于 直线 4 。 
直线 a 把 平面 ww” 分 成 两 个 

图 149 半 和 平面， 点 和 和 了 在 网 一 半 
平面 内 ， 即 点 4 所 在 的 半 平 
右 内 。 因 此 ,线段 XY 不 可 能 与 直线 a 相交 ,从 而 ， 也 不 可 能 
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与 平面 & 相交 。 

”假如 点 XY 和 了 都 是 第 二 类 的 点 ， 那 么 平面 a 明 最 地 与 平 
面 z 相 交 ， 理 由 是 线段 4 X 与 平面 x 相交。 后 久 和 了 ， 对 直线 
4 而 言 ， 位 于 同一 半 和 平面 内 ， 所 以 线段 了 不 月 能 与 直线 a 
相交 ， 即 不 可 能 与 平面 x 相交 ， z 

最 后 ， 如 果 点 了 属于 一 类 ， 而 点 了 属于 男 一 类 ， 那 么 平 
面 a 必 与 平面 4 相交 。 对 直线 a 而 言 ， 驻 点 和 了 点 位 于 不 相 
同 的 半 平 面 内 ， 因 此 线段 了 必 与 直线 a 相交 ， 即 线段 与 了 
必 与 平面 4 相交 。 定 理 得 证 。 

对 公理 I 的 分 析 在 太 段 结尾 中 我 们 对 公理 I 和 作 旦 分 
析 ， 公 理 I, 在 立体 几何 中 包含 的 意义 与 平面 几何 中 的 意义 是 
不 同 的 。 在 平面 几何 中 ，“ 直 线 外 的 点 ” 指 的 是 在 已 知 直 线 
所 在 的 平面 上 ， 但 不 在 直线 上 的 点 。 我 们 怡 好 利用 这 个 概念 
建立 起 几何 学 上 关于 平面 的 概念 。 在 立体 几何 中 ， 公 理 I 的 
绪论 ，“ 直 线 外 的 点 ” 指 的 是 所 有 不 在 已 知 直线 上 的 点 ， 但 
我 们 用 公理 I 不 能 直接 推出 这 个 点 。 在 平面 上 ， 但 不 在 直线 
上 的 点 ， 需 要 特殊 证 明 放 能 得 证 。 证 明 如 下 :; 

议 4a 是 一 个 已 知 的 平面 , 4 是 这 个 平面 上 的 一 条 直线 ， 
现在 证 明 ， 在 平 面 a 内 ， 有 
不 在 直线 & 上 的 点 。 在 直线 
4 上 到 一 后 4， 在 平面 a 外 
取 一 点 A4 和 ,过 直线 4 和 点 4 
作 一 平面 ga’( 如 图 150 》, 设 
点 了 是 平面 wa“ 外 的 一 个 点 ， 
过 直线 44 和 点 BB 作 一 个 平 i 
面 8， 平 面 « 和 平面 6 相交 图 150 
十 经 过 扩 4 的 直线 ,这 条 直线 上 的 所 有 点 , 除 点 和 4 外 ， 都 在 平 
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面 g 上 ， 但 不 在 直线 a 上 ， 这 些 点 正 是 我 们 所 要 求证 的 点 。 
习 题 


1, 已 知 一 条 直线 a 和 这 条 直线 外 的 一 点 凡 ， 求 证 ， 所 有 经 
过 点 4 的 ， 并 与 直线 a 相交 的 直线 都 在 同一 平面 内 。 

2. 已 知 两 条 不 在 同一 平面 内 的 直线 4 和 及 既 不 在 直线 4 
上 ， 又 不 在 直线 上 的 点 C， 证 明 : 过 点 C 可 作 一 条 ， 
且 只 可 作 一 条 与 已 知 直线 4 和 相交 的 直线 ， 

3. 已 知 直线 ci， aa3，…， 如 果 其 中 任 合 两 条 直线 都 相 
交 ， 证 阴 ， 或 者 这 些 直 线 都 过 一 点 ， 或 者 它们 都 在 同一 
平面 内 ， 

4. 证 明 : 如 果 图 形 中 任意 四 个 点 都 在 同一 平面 内 ， 则 这 个 

” ”图形 是 一 个 平面 图 形 ， 即 图 形 中 所 有 点 都 在 同一 平面 
内 ， 

5 EA # 个 点 4 4,, “yg 4,, 和 一 个 不 经 过 其 中 任 
何 一 个 点 的 平面 ws， 证 明 ， 如 果 这 些 点 双双 连接 成 线段 
ApAg， 那 么 ， 平 面 a 不 可 能 与 超过 n 条 线段 相交 。 


$ 19。 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 、 
平面 与 平面 的 平行 关系 


空间 的 平行 线 ”两 条 空间 的 直线 ， 如 果 在 同一 平面 内 且 
不 相交 ， 则 称 这 两 条 直线 平行， | : 

定理 19.1 ”过 已 知 直线 外 一 已 知 点 ， 可 作 一 条 直线 ， 且 
只 可 作 一 条 直线 与 已 知 家 线 平行. 
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”。 证 明 设 a 是 一 条 已 知 - 
的 直线 ， 而 4 是 这 条 直线 外 
的 一 点 (如 图 151 ) ， 过 直 
线 & 和 点 4 作 一 平面 4， 过 
平面 4 上 点 4 作 一 条 直线 
a1 与 直线 a 相 平 行 ， 现 在 我 
们 证 明 ， 直 线 a, 是 过 点 4 唯一 与 直线 4 平行 的 一 条 直线。 

现在 假设 ， 过 点 4 还 有 另 一 条 与 直线 4 相 平 行 的 直线 
4a;， 过 直线 4 和 as 可 作 一 平面 es， 因为 平面 es 过 直线 a 和 点 
4A， 所以， 根据 定理 18.1 得 知 : 平面 c; 必 应 与 平 面 c 重 合 。 
现在 根据 平行 公理 ， 可 得 出 直线 c; 与 直线 c? 重 合 ,定理 得 证 。 

定理 19.2 如 果 直 线 a 分 别 平行 二 直线 b 和 c ， 册 直线 
和 c 必 平行 。 / 

“证明 在 平面 几何 中 ， 我 们 曾 研究 过 直线 、8 和 上 在 
同一 平面 内 的 情况 。 因 此 ， 现 在 我 们 假设 三 条 直线 a、b 和 
5 不 在 同一 平面 内 , 设 86 是 直线 a 和 所 在 的 平面 ,而 了 是 直 
线 a 和 < 所 在 的 平面 ,平面 6 和 Y 是 两 个 不 相 重合 的 平面 (如 
， 图 152 ) 。 

在 直线 5 上 取 一 点 B， 
过 直线 5c 和 点 卫 作 一 平面 
71， 平 面 7 与 平面 6 相交 于 
直线 b,， 我 们 来 证 直线 , 与 
直线 a 相 平 行 . 

用 及 证 法 ， 假 设 直 线 b， 
与 直线 a 相交 于 某 点 4， 点 图 152 
4 既 属 于 平面 +, 又 属于 平面 y, 。 因 此 , 点 4 位 于 这 两 个 平面 
的 交 线 上 。 这 点 与 条 件 相 了 矛盾， 因为， 直线 a 和 上 是 两 条 平 


* 146 。 


图 151 


行 线 ， 宕 们 不 可 能 有 公共 点 ， 由 此 得 知 直 线 b, 平行 于 着 
线 &。 z 

根据 平行 公理 ， 与 直线 4 平行 的 直线 bj 必 应 与 直线 总 重 
合 。 因 为 直线 5 与 直线 b 重合 ， 所 以 直线 5 和 5c 位 于 同一 平 
面 内 ， 即 位 于 平面 Y: 内 ， 直 线 和 c 不 可 能 根 交 ， 否 则 这 将 
与 定理 19.1 相 蔬 盾 ,因为 这 两 条 直线 部 平行 于 直线 a ,由 此 可 
知 ， 直 线 上 和 < 位 于 同一 平面 内 ， 世 不 相交 ， 即 是 两 条 平行 
的 直线 。 定 理 得 证 。 

直线 与 平面 的 平行 关系 ”如果 一 条 直线 和 一 个 平面 没有 
公共 点 ， 则 称 这 条 直线 和 这 个 平面 平行 ， 

定理 19.3 平面 c 外 一 条 直线 a ， 如 果 与 平面 c 内 的 一 
条 直线 a 平行， 那么 直线 a 就 与 平面 c 平行 。 

证 明 ( 参照 图 153 ) ”过 直线 4 和 a, 作 一 平面 41,， 因 为 
直线 a 不 在 平面 4g 内， 所 以 平面 a 种 平 
面 w: 不 重合 ， 平面 和 平面 w 相交 于 
直线 cy 。 假 如 直 载 ea 与 平面 &< 相 安 , 那 
么 ,其 交点 世 必 将 在 直线 a1 上 ,这 点 显 
然 是 不 可 能 的 ， 因 为 直线 4 与 a 是 互 
相 平 行 的 直线 。 因 此 ， 可 得 出 直线 4 
不 可 能 与 平面 wx 相 区， 这 就 意味 看 ， 
直线 4 与 平面 wa 平行。 定理 得 证 。 

定理 19.4 如 果 一 条 直线 分 别 与 图 153 
相交 的 两 个 平面 平行 ， 那 么 这 条 直线 必 与 这 两 个 相交 平面 的 
交 线 平行 ， 

证 明 设 a 和 是 已 知 的 两 个 相交 的 平面 ,c 是 这 两 个 
相 交 平面 的 交 线 ，c: 是 一 条 分 别 与 平面 & 和 平面 8 平行 的 直 
线 ( 如 图 154 ) ， 需 要 证 明 ， 直 线 与 直线 c: 平 行 。 
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过 直线 c, 和 直线 c 上 某 一 点 作 
一 平面 Y， 平 面 Y 分 别 与 平面 c 和 
8 相交 于 直线 a 和 5, 而 直线 4 和 5b 
与 直线 C1 平行 ,实际 上 ,直线 a 和 上 
分 别 在 平面 a 和 6 内 ， 而 平面 4 和 
6 均 平 行 于 直线 ci， 因此 直线 ea 及 
2 不 可 能 与 直线 cl 相交、 根据 平行 
定理 ,直线 & 和 直线 尹 必 重合 ,因为 

图 154 直线 5 在 平面 c 内 ， 而 直线 ”在 平 

面 和 内， 所 以 直线 4 和 局 必 蛋 合 在 

平面 & 和 4 的 交 线 c 上 。 因 此， 直线 平行 于 直线 ck 。 定 理 
得 证 ， 

平面 与 平面 的 平行 关系 SE A 
而 . 

定理 19 .5 如 果 下 面 4 分 别 与 平面 f 内 两 条 相 交 真 线 平 
行 ， 那 么 平面 c 必 与 平面 6 平行 ， 

证 明 参照 图 155 ) 设 六 和 2 是 平面 6 内 滑 条 相交 
的 直线 ,而 平面 x 分 别 与 直线 b, 和 bs 平行 ,平面 a 和 是 两 个 
不 重合 的 平面 。 假 设 这 两 个 
平面 相交 于 某 条 直线 c， 根 
据 已 知 条 件 得 知 ， 直 线 ,和 
2 ,与 平面 x 不 相 六 、 因 而 ， 
也 与 平面 x 内 直线 c 不 相交 。 
但 是 ， 根 据 平行 公理 ， 这 是 
不 可 能 的 ， 因 为 直线 5,、b 
和 < 都 位 于 同一 平面 内 ， 即 a 
位 于 平面 8 内 。 从 而 可 得 出 ,直线 5b, 和 5, 中 至 少 有 一 条 与 直 
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线 c 相交 ， 这 点 便 与 定理 条 件 相 了 矛盾 。 因 此 ， 和 平面 "与 平面 
不 可 能 相 区 。 定 理 得 证 。 

定理 19.6 过 至 面 5 外 一 个 已 知 点 A ， 可 作 一 个 ， 且 只 
可 作 一 个 平行 于 平面 5 的 平面 。 

证 明 ”在 平面 ks 上 作 任 意 两 条 相交 的 直 线 5a/ 和 &"， 过 点 
4 作 平 行 于 直线 5/ 和 巡 的 直线 2 和 因 ,根据 定理 19 .5 , 侍 产 ; 
过 直线 5b' 和 46” 的 平面 必 平 行 
下 

假设 ， 过 点 4 有 两 个 平 
行 于 平面 gz 的 平面 B41 和 8,( 如 
图 156)， 设 5 是 平面 8; 和 6， 
条 区 线 。 在 平面 ,内 取 一 点 
B,， 并 使 B, 不 在 直线 bP 上 ， 6 
在 平面 0 内 取 一 点 C ,再 过 三 点 4、B,、C 作 一 平面 7 ,平面 7 
与 8, 和 Pp, 相交 于 直线 6 和 5,， 而 平面 7 与 平面 4 相交 于 直线 
c .因为 直线 5 和 5b, 不 与 平面 a 相交 ， 所 以 它们 也 不 与 直线 
c 相交 。 根 据 平 行 公理 。， 直 线 b ,和 65, 必 应 重合 。 因 此 ， 平 面 
8， 和 B, 经 过 两 条 不 同 的 ， 但 相交 的 直线 8 和 4b,， 根 所 公理 
C :， 平面 6 和平 商 8， 重 合 。 这 点 恰好 与 假设 的 条 件 相 秘 慎 。 
定理 得 证 。 

平行 平面 间 的 平行 线段 

定理 19.7 如 果 一 条 直线 与 一 个 已 知 的 平面 祠 交 ， 那 
么 ， 这 条 有 赴 儿 也 必 与 平行 于 这 个 平 而 的 气 意 平面 相交 ， 
各 果 一 个 平面 与 一 条 已 知 的 直 统 丰 交 ， 那 么 ， 这 一 个 平 
启 了 世 必 与 这 条 站 线 的 任 党 一 条 平行 健 祝 交 ， 

证 明 首先 ， 证 明定 理 的 第 一 部 分 。 设 & 是 一 条 与 平面 
6 相交 的 直线 ,而 B :是 一 个 与 有 平行 的 平面 , 斑 生 我 订 证 册 ， 
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直线 4 与 平面 8, 相交 ( 参照 图 157 一 左 ) 。 

过 十 线 4 作 一 个 与 平面 B, 相交 的 平面 z, 平 面 4 与 平面 P 
相 区 于 直线 5， 平面 4 与 平面 b 1 相 交 于 直线 5,。 假如 直线 a 
不 与 平面 6, 相交 ,那么 ,直线 4 和 9 必然 同时 平行 于 直线 b，， 
人 向， 很 据 平 行 公理 ， 不 可 能 得 出 这 样 的 结论 。 和 定理 的 第 一 


图 157 


现在 我 们 证 明定 理 的 第 二 部 分 ,已 知 ， 平面 4 与 直线 5 
相交 ， 求 证 : 平面 4 与 直线 5 的 任意 平行 线 b ,相交 ， 

过 平行 线 避 和 Pb 作 一 平面 ,平面 8 与 平面 @ 相交 于 直线 
4 (如 图 157 一 右 )。 假 如 平面 4 不 与 直线 5b, 相交 ,那么 ,直线 
4 和 上 必然 与 直线 b 平行 。 然 而 ， 根 据 平行 公理 ， 这 是 不 可 
能 的 。 定 理 全 部 得 证 。 

定理 19.8 实在 两 个 平行 平面 间 的 平行 线段 相等 。 

证 明 【( 参照 图 158) 设 a 和 6 是 两 个 互相 平行 的 平 
面 ，c: 和 c; 是 两 条 与 平面 4 和 6 相交 的 , 且 彼 此 互相 平行 的 
复线 。 议 直线 c 与 两 平面 相交 于 点 4, 及 B,， 而 直线 c, 与 两 
洁面 相交 于 点 4, 及 8B,。 求 证 : 线段 4.8, 等 于 线段 4,8B,。 

四 边 形 4,818,4, 位 于 同一 平面 内 ， BD 平行 线 ec， 和 Cy 
所 在 的 平面 内 。 按 定理 的 已 知 条 件 ， 可 知 这 四 边 形 的 对 边 
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41B, 和 4,8B, 彼此 平行 
”因为 平面 和 平面 平行 ， Vv, Gy 
所 以 ， 另 一 组 对 边 4, 4, 和 
B,B, 也 彼此 平行 ,由 此 可 得 
出: 四 边 形 4,B,83,4，, 是 一 
个 平行 四 边 形 ,线段 4,8, 和 
万 ;B, 是 这 个 平行 四 边 形 的 
一 组 对 边 ， 因 于 ,4181 等 于 
4,B,。 定理 得 证 ， 

异 面 直线 不 在 同一 平 . 
面 内 的 两 条 直线 ， 称 为 异 面 直线 。 因此， 两 条 异 面 直线 既 不 
平行 ， 也 不 相交 ， 

任意 两 条 异 面 直 线 分 别 位 于 两 个 平行 平面 内 

证 明 设 a 和 5 是 两 条 
异 面 直线 ， 过 直线 4a 上 任意 
一 点 44， 作 一 条 平行 于 直线 
b 的 直线 a1， 过 直线 5 上任 
意 一 点 号， 作 一 条 平行 于 宣 
线 ea 的 直线 6,( 如 图 159) ,再 
过 家 线 4 和 和 aj; 作 一 平面 4， 
过 直线 上 和?: 作 一 平面 5。 


图 158 


, ™ bp 
平面 4 与 平面 2 不 相 重合 ,天 。 图 159 


为 ， 假 如 平面 4 与 平面 4 重 


合 ， 那 么 ,直线 a 和 5 便 将 位 于 网 一 平面 内 ,这 所 是 与 命题 的 
条 件 祖 矛盾 的 .又 因 直 线 4 和 ai 均 与 平面 6 平行 ;所 以 下面 4 
与 平面 & 平行 。 络 论 得 证 。 
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习 题 


1. 证 明 :, 三 个 不 相 重 合 的 平面 ， 或 者 相交 于 一 点 ， 或 者 交 
于 一 条 直线 ， 或 省 互相 平行 

2. 证 明 ; 过 已 知 一 点 平行 于 一 已 知 平面 的 所 有 直线 ， 必 在 
同一 个 平面 六。 

3. 设 wiisas 为 三 个 平行 的 平面 而 4 和 5 是 两 条 与 
ar 43 相交 的 直线 ， 基 交点 分 别 为 4,、4,、4 ,及 B,、 
8,、B;。 试 证 明 ， 这 两 条 直 线 被 这 三 个 平行 平面 所 截 
得 的 对 应 线段 成 比例 ， 即 


Se 


B,B, B,B, B,B,* 

4， 已 知 4,、4;,、4;、44 四 点 不 在 同一 平面 内 ，、 四 点 双双 连 
结 成 六 条 直线 : 4,4,、A,4A,、4.4,、4,4;、4,4A, 和 
4344， 试 证 :平行 于 异 面 直线 4,4;, 和 4,4A, 的 平面 与 
另外 四 条 直线 相交 ，。 

5， 如 果 线 段 的 两 器 点 分 列 位 于 两 条 异 面 赵 线 上 ， 试 证 这 些 
线段 的 中 点 轨迹 为 一 平面 。 

6, 已 知 4、B、C 、 万 四 点 不 在 同一 平面 内 ， 证 明 ， 三 对 异 
面 线 段 4B 和 CD、AC 和 BD、AD 和 BC 的 三 条 中 点 连 线 
必 和 相交 于 一 点 。 


$ 20。 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 
平面 与 平面 垂直 关系 


直线 与 直线 的 委 直 关系 ”在 平面 几何 中 同一 平面 内 相交 
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直线 的 垂直 定义 是 大 家 所 热 悉 的 。 现 在 我 们 要 确定 异 面 直线 
的 垂直 定义 。 为 此 ， 我 们 首先 指出 ， 垂 直 相 交 的 真 线 具 有 如 
下 性 质 ， 

定理 20.1 ”如果 直线 a 和 hb 垂直 相交 ， 而 直线 a 与 b ,分 
别 与 其 平行 ， 那 么 ， 直线 ea; 和 jb, 也 垂直 相交 

证 明 如 果 直 线 4a ,8 ci: 位 于 同一 平面 内 ， 则 定理 
所 指 的 性 质 是 大 家 在 平面 几何 中 所 熟悉 的 。 因 此 ， 我 们 假 
设 这 四 条 直线 不 在 同一 平面 内 ， 直 线 4 和 5 位 于 平面 4 内， 
而 直线 cy 和 2 位 于 平面 ac: 内 (加 图 160 ) 。 根 据 定理 19.3， 
可 知 直线 a 和 上 5 与 平面 ei1 平 
行 ， 根 据 定理 19.5， 可 知 平 
面 & 与 平面 w, 平行 。 

妈 C 是 直线 a 和 上 5 的 
交点 ,而 Cj; 是 直线 a 和 b, 的 
交 成 ，. 在 平行 线 c 和 ai 所 在 
的 平面 内 ， 作 一 条 直线 平行 
于 志 线 CC 该 直线 与 直线 C 图 160 
及 ai 区 村 4 及 4 同 法 ， 在 
平行 线 和 刀 所 在 的 平面 内 ， 作 一 条 直线 平行 于 直线 CC 
该 直线 与 直线 b 及 区 于 Bk 及 B. 

四 边 形 CAA4,C, 和 CBB,C, 是 两 个 平行 四 边 形 , 因为 它 
们 的 每 组 对 边 互 为 平行 。 四边形 48B,4, 也 是 一 个 平行 四 边 
形 ， 因 为 它 的 一 组 对 边 44, 和 BB, 均 与 直线 CC ,平行 ， 所 以 
44, 和 BB, 平行， 男 一 组 对 边 4B 和 4, B, 分 别 位 于 两 个 平 
行 的 平面 内 ， 所 以 48 边 平行 于 4,B, 边 ，。 

因为 平行 四 边 形 每 组 对 边 相等， 所 以 48=4,B,，AC 
一 4,C!，BC 二 B,C,。 根 据 全 等 三 角形 的 第 三 判定 法 ， 可 
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知 ; 三 角形 4BC 与 三 角形 4 BC 全 等 ， 因 此 ， 一 4,C， 了 3 了， 
二 人 AC B=90”， 即 直线 4 与 直线 b 1 相互 恒 直 。 定 理 得 证 ， 

对 于 两 条 异 面 直线 来 说 ， 如 果 平 行 于 它们 的 相交 直线 互 
相 垂 直 ， 那 么 这 两 条 异 面 直线 称 为 重 直 的 异 面 直线 。 从 这 个 
定义 和 定理 20.1 中 得 知 ， 未 管 彼 此 牌 家 的 直线 是 相交 的 直线 
还 是 民 面 直线 ， 平 行 于 它们 的 相交 直线 必 稚 还 垂直。 

定理 20.2 如 果 直 线 a 垂直 于 直线 b， 那 么 直线 a 与 平行 
于 直线 b 的 任意 一 条 直线 b ,相互 竺 直 。 
因为 题 设 直线 4 及 5 垂直， 所 以 直线 a, 及 5b, 垂直 根据 平行 
线 的 性 质 可 知 ， 直 线 5, 平 行 于 5b:。 因 此， 直线 4 和 5b, 分 州 平 
行 于 相交 的 ， 且 彼此 垂直 的 两 条 直线 a, 和 5,、 所 以 a 和 5, 役 
此 王 直 。 定 理 得 证 ， : 

直线 与 平面 的 垂直 关系 ”如果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 
每 一 条 直线 都 垂直 ， 则 这 条 直线 与 这 个 平面 互相 垂直 。 下 面 
的 定理 给 出 直线 与 平面 垂直 的 判定 法 。 

定理 20.3 如果 直 线 a 
和 平面 内 的 两 条 相交 直线 
垂直 ,那么 直线 a 必 焉 真 于 
平面 0. 

证 明 (参照 图 161) 
设 b 和 c 是 平面 c 内 两 条 相 
交 的 直线， 直线 a 垂直 于 直 
线 56 及 c，A4 点 是 直线 5 和 
c 的 交点 。 首 先 ， 我 们 研究 ， 
直线 a 经 过 点 4 的 情况 。 

在 平 面 a 内 ， 过 点 4 作 
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任意 一 条 下 线 x*， 求 证 直线 X 垂 直 于 直线 4 。 可 以 认为 ， 
囊 线 Y 不 与 直线 已 和 <c 重合 。 在 直线 c 上， 于 点 4 的 两 侧 取 
已 C 和 妃 ， 在 直线 5 上 取 一 点 B， 使 点 B 不 与 点 4 重合 ， 直 
线 x 与 三 角形 CDB 的 一 边 CD 相 交 ， 根 据 平 面 几 何 中 的 已 名 
定理 ， 可 知 直线 xX 与 三 角形 CDB 另外 两 边 中 的 一 边 相 交 ， 
为 了 明确 起 见 ， 设 直线 4 与 BC 边 相 交 于 点 X。 

在 直线 a 上 ， 于 点 和 4 的 两 侧 取 点 4, 和 4,， 今 线 段 44， 
竺 于 44,。 根 据 作 图 的 条 件 ( A4,=44, ) 及 定理 的 已 知 条 
件 (AClL44,)， 可 知 4C 是 三 角形 4,4,C 中 4,4, 边 上 的 
喇 ， 因 此 三 角形 4,C4, 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 同 理 可 得 出 ， 
三 角形 4184, 也 是 一 个 等 膜 三 角形 。 从 和 而， 根据 全 等 三 角 
形 第 三 判定 法 ， 可 证 明 A4,BCsA4;:BC， 

因为 三 角形 4,BC 与 三 角形 4;,BC 全 等 ,所 以 人 4,BX= 
4,BX。 根据 全 等 三 角形 第 一 判定 法 又 可 得 出 : 作 A, BX 给 
八 4,BX， 对 应 边 4,X= 4,X。 因 此 ， 我 们 可 以 确信 ， 三 角 
形 4,4; 和 是 一 个 等 历 三 角形 。 因 而 三 角形 底 边 4,4; 上 的 由 
线 4X， 也 是 底 边 上 的 高 线 ， 这 也 就 是 说 ， 直 线 * 垂直 于 直 
线 4， / 
既然 直线 ca 与 平面 内 过 点 4 的 任意 直线 垂直 ， 那 么 直 
线 4 必 王 和 直 于 平面 5 内 的 任何 直线 y: 。 应 当 指 出 ,直线 区 经 过 
点 几 且 平行 于 xi， 根 据 定理 20.2 可 知 ; 直线 a 及 x 互相 生 
直 ， 必 导致 直线 a 及 xi 互相 垂直 。 因 而 ， 直 线 4 经 过 直线 5 
及 c 的 交点 4。 定 理 得 证 。 : 

现在 研究 一 般 情况 ， 设 直线 a 不 经 过 点 4， 过 点 4 作 直 
线 ai 平 行 于 a， 根据 定理 20.2， 可 知 : 直线 4 与 直线 5 和 5 
均 懂 直 。 根据 已 证 部 分 ， 可 知 直 线 41 与 平面 改 直 。 这 就 是 
说 ， 直 线 4: 与 平面 内 任 疮 一 条 直线 % 互 为 垂直 。 根 据 定理 
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20.2， 可 知 : 直线 ga: 的 平行 线 4 也 垂直 于 任意 一 条 直线 %。 
因此 ， 可 得 直线 a 和 平面 x 牌 直 。 定 理 得 证 。 

由 定理 20.3， 可 得 出 一 个 重要 推论 ， 这 个 推论 叫做 三 释 
线 定 理 ， 如 果 A、B.C 三 点 不 在 一 条 直线 上 ， 且 AB 、AC、BC 
三 条 直线 中 有 两 条 直线 和 已 知 直 线 a 垂直 ， 那 么 第 三 条 直线 
也 和 已 知 直 线 a 垂直 。 

事实 上， 过 4、 吕 、(C 三 点 可 作 一 平面 。 已 知 吾 线 4 与 
这 个 平面 内 三 条 相交 直线 中 的 两 条 互相 垂直 ， 则 这 条 直线 C 
与 这 个 平面 垂直 。 这 就 是 说 ， 直 线 a 与 平面 内 任意 条 直线 都 
垂直 ， 其 中 也 包括 命题 中 所 指 的 第 三 条 直线 三 垂 线 定理 得 
证 。 

直线 与 平面 的 司 顽 人 性质 

定理 20.4 ”如果 直线 a 和 平面 a 牌 直 ， 那 么 直线 a 的 任 
何平 行 线 a, 都 和 平面 0 牌 直 ， 平 面 " 的 任何 平行 平面 "; 也 
都 和 直线 a 登 直 . 

证 明 直线 4 和 平面 & 内 任意 一 条 直线 x 垂直 。 根 据 定 
理 20.2， 可 得 知 直 线 a 的 平行 线 al 也 垂直 于 任 一 条 直线 2 ， 
从 而 可 得 知 ,直线 cy 和 平面 4 垂直 。 定 理 的 第 一 个 结论 得 证 ， 

现在 证 明定 理 的 第 二 个 结论 ., 设 zx 为 平面 w 内 任意 一 条 
直线 ,过 直线 %: 作 一 个 平面 交 平 面 4 于 直线 x 。 因 为 直线 x， 
平行 于 直线 x*，。 而 直线 a 又 垂直 于 直线 YY， 所 以 ， 根 据 定理 
20.2 可 得 出 ， 直线 & 也 必 垂 直 于 直线 Yi。 这 就 意味 着 ， 直 
线 a 垂直 于 平面 c, 。 定 理 得 证 。 . 

定理 20.5 垂直 于 同一 平面 的 两 条 直线 互 为 平行 ， 委 直 
于 同一 条 直线 的 两 个 平面 互 为 平行 。 

证 明 设 e 和 &i: 是 两 条 垂直 于 平面 c 的 直线 ， 假 设 直线 
4 不 与 直线 ai 平行 。 过 直线 e: 和 平面 的 交点 了 ， 作 直 线 a， 
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平行 于 直线 a《 如 图 162 ) ， 
根据 定理 20.4; 可 得 知 直 线 
42 王 下 于 平面 G ， 过 定做 a 
和 cy 作 一 个 平面 与 平 夯 & 
相交 于 直线 已 ， 因 为 直线 ai 
和 4, 都 垂直 于 平面 w ,所 以 
ai 和 cx 也 都 阜 直 于 直线 2 ， 
很 显然 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 
此 ， 耳 线 gq 和 a, 必 应 重合 。 
定理 的 第 一 修 结 论 得 证 。 
现在 证 明定 理 的 第 二 个 
结论 。 设 4 和 a, 是 与 直线 5 
垂直 的 两 个 平面 ， 假 设 平面 
& 不 与 平面 gi 平行 ， 因 而 两 
个 平面 有 公共 点 44。 过 4 所 
作 一 条 平行 于 直线 5 的 直线 
b,( 如 图 163 ) ， 根 据 定 理 
20.4 可 得 知 : 直线 Di 牌 有 由 
于 平面 5& 和 ai。 现在， 在 平 
面 & 内 取 一 点 B， 且 点 B 不 


在 平面 | 内 ， 过 直线 pg 和 点 也 ， 作 一 个 平面 ,这 个 平面 与 平 
面 c 和 a 相交 于 两 条 不 相 重 合 的 直线 ， 这 两 条 直线 都 与 走 线 
0 ,在 4 点 慰 直 相交 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 因此， 平面 4 与 平 


面 a 必 应 互 为 平行 。 定 理 得 证 。 


直线 与 平面 全 站 的 判定 


定理 20.6 ”过 一 个 已 知 点 ， 可 以 作 一 个 平面 ， 且 只 可 以 


作 一 个 平面 垂直 于 已 知 直 线 ， 
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证 明 (参照 图 464) 设 4 是 一 个 已 知 的 点 ，a 是 一 
条 已 知 的 直线 ， 过 和 耳 线 4a， 
作 两 个 不 相 重 合 的 平面 6, 和 
6,; 过 直线 a 上 任意 一 点 
B，、 在 平面 ,和 8, 内 分 别 作 
两 条 与 直线 a 疏 直 的 直线 bi 
5b,; 过 直线 0; 和 5,， 作 一 
个 平面 4a， 平 面 ¢ 内 两 条 相 
克 直 线 b, 和 5, 均 于 直 于 直线 图 164 
a ， 根 据 定理 20.3， 可 得 知 

直线 4 和 平面 a 各 直 。 过 点 4 作 一 平行 于 平面 4 的 平面 g,， 
根据 定理 20,4， 可 得 知 平面 x1:，、 就 是 过 4 点 并 垂直 于 直线 a 
的 平面 。 

现在 证 明 , 过 点 4 只 可 以 作 一 个 垂直 于 直线 a 的 平面 ax。 
假设 过 点 4 还 可 以 作 一 个 垂直 于 直线 a 的 平面 a,， 而 平面 cy 
不 与 平面 c, 重合 ， 根 据 定 理 20.5， 可 以 肯定 平面 ,和 平面 w， 
互 为 平行 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 两 个 平面 与 直线 gc 只 有 一 
个 公共 点 4 。 因 而 其 结果 了 矛盾， 定理 得 证 ， 

定理 20.7 过 一 个 已 知 点 ， 可 以 作 一 条 直线 ， 且 只 可 以 
作 一 条 直线 垂直 于 一 个 已 知 的 平面 . | 

证 明 【〈 参照 图 165 ) ” 设 4 是 一 个 已 知 点 ， 而 a 是 一 个 
已 知 平面 ， 在 平面 & 内 , 作 两 条 相交 的 直线 b, 和 65,。 按 定理 
20.6， 过 直线 5 ,和 8, 的 交点 沿 直线 6 ,和 5,， 作 两 个 牌 直 于 平 
面 & 的 平面 8, 和 8,, 这 两 个 平面 与 平面 相交 于 直线 b, 和 6b，,。 
这 两 个 平面 (861 和 6, ) 彼此 相交 于 直线 4a， 直线 a 重 直 于 二 
线 扫 和 8 :， 因 而 也 垂直 于 平面 g 。 过 点 4 作 一 条 直线 a 的 平 
行 线 c:， 根 据 定理 20.4 可 得 知 ， 直 线 c: 就 是 过 4 点 垂直 于 平 
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面 wx 的 直线 。 


图 168 


短线 和 人 讲 线 


现在 证 明 ， 直 线 c;, 是 过 
点 4 辐 平面 x 引出 的 唯一 的 
一 条 垂 线 。 假 设 过 4 点 向 平 
夯 w 还 可 引 另 一 条 重 线 c，， 
直线 a, 和 直线 a 是 不 相 重 合 
的 两 条 百 线 .根据 定理 20.5， 
可 得 出 直线 oa; 和 cy 是 两 条 平 
行 的 直线 。 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 两 条 直线 有 公 半 后 玫 ， 


设 & 是 一 个 平面 ,4 是 平面 & 外 的 一 个 点 ， 


B 是 六 面 & 内 的 扩 ( 如 图 166 )， 如 果 从 总 4 向 平面 引 作 约 


吾 线 43 垂 直 于 平面 % ,那么 
线段 4B 叫做 从 4 点 向 平面 
w 引 作 的 短线 。 设 上 是 平面 
w 内 异 于 点 吾 的 点 ， 线 段 4 
C 叫做 从 4 点 引 到 平面 的 
余 线 。 线 段 BC 做 斜 线 4C 
在 平面 & 内 的 射影 . 
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图 166 


从 平面 外 一 点 到 平面 引 作 的 垂 线 和 和 斜 线 ， 和 在 平面 几何 
里 ， 从 直线 外 一 点 到 直线 引 作 的 垂 线 和 斜 线 ， 共 有 类 似 的 性 
质 。 在 从 平面 外 一 所 A 到 平面 引 作 的 委 线 和 冬 线 中 ， 垂 线 
比 任何 斜 线 都 复 ， 较 长 斜 线 具 有 较 长 的 射影 


证 明 ( 参照 图 166 ) 


三 角形 4BL 是 一 个 豆角 三 角形 ， 


其 中 人 8B 是 一 个 了 十 角 。 按 勾 股 定理 可 得 ; 
AC’=AB’+BC’*, 


* 1 。 


根据 公式 可 推导 出 ， 4C>4B ,这 就 是 说 ， 斜 线 4C 比 垂 线 
438 长 。 另 外 ， 我 们 还 可 得 名， 斜 线 4C 延 长 时 ， 斜 线 4C 在 
平面 & 内 的 射影 了 BC 也 将 随 之 延长 ,这 便 证 明 ， 较 长 斜 线 具有 
较 长 的 射影 。 结 论 得 证 ， : 

从 点 4 到 平面 & 的 垂 线 长 叫做 从 点 4 到 平面 “的 距离 ， 
点 A 到 平面 e 的 距离 指 的 是 从 点 A 到 平面 " 内 所 有 点 的 诸 距 
离 中 的 最 短 者 ， z 

在 平面 几何 中 ， 我 们 知道 两 条 平行 线 是 等 距离 的 。 与 此 
类 似 ， 在 立体 几何 中 ， 两 个 平行 平面 是 等 距离 的 。 也 就 是 
说 ， 如 果 o 和 有 是 两 个 平行 的 平面 ， 那 么 平面 o 内 任意 两 个 
点 到 平面 8 的 距离 相等 . 

证 明 ( 参照 图 167 ) 设 4, 和 4, 是 平面 w 内 两 个 不 重 
合 的 点 ， 过 点 4, 和 4,, 分 别 向 平面 6 引 垂 线 41B, 和 4,8,， 
根据 定理 20.5， 可 得 知 直线 4,B, 和 4A,B, 是 两 条 互 为 平行 的 
直线 ， 并 且 它 们 位 于 同一 平面 内 ， 直 线 4,4, 和 8B,B ,也 是 两 
条 互 为 平行 的 直线 ， 因 此 ， 四 边 形 4;,4,;B,B, 是 一 个 平行 四 
边 形 ， 因 为 平行 四 边 形 对 边 
相等 ， 所 以 线段 4,B, 等 于 
线段 4;B ,结论 得 证 。 

直线 与 它 所 平行 的 平 
面 ， 也 具有 类 似 的 性 质 ， 
旭 ;如 时 a 是 一 委 直 线 ,0 是 
与 直线 a 平行 的 平面， 郑 么 人 一 
直线 a 上 所 有 点 到 平面 的 0 
距离 都 宰 等 .证 明 这 个 结论 ， 同 上 面 证 明 两 平行 平面 间距 离 
相等 的 方法 相同 ， 不 再 重复 。 

已 知 & 和 少 是 两 条 异 面 直线 ，4 和 了 分 别 是 直线 < 和 4 
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上 的 点 。 如 果 直 线 48B 既 垂 直 于 直线 < ， 又 垂直 于 直线 5， 
那么 线段 4B 叫做 异 面 直线 5 和 上 的 公 垂 线 ， 

两 条 异 面 直线 间 有 一 条 、 而 且 只 有 一 条 公 慰 线 ， 

证 明 ( 参照 图 168) 
设 4a 和 上 5 是 两 条 已 知 的 异 
面 下 线 。 正 如 819 最 后 部 分 
所 证 明 的 那样 ， 两 平行 平面 
Q 和 ff 必 过 异 面 直线 4 及 
b。 从 下 线 a 上 的 任意 一 点 
C， 问 平面 62 作 一 条 重 线 
CD. 过 点 刀 作 一 条 直线 平行 ER 
于 a ， 这 条 直线 与 直线 5 交 于 某 点 B。 再 过 点 作 一 条 直线 
平行 于 CD, 这 条 直线 与 直线 a 交 于 点 4 。 直线 4B 垂直 于 平 
面 & 和 8， 因而 也 垂直 于 异 面 直线 a 和 6b。 由 此 ， 可 得 出 线 
段 4B 是 异 面 直线 4 和 5b 的 公 疏 线 。 

现在 我 们 证 明 《B 是 异 面 直线 4 和 6 的 唯一 公 垂 线 , 假 设 
还 有 另外 一 条 公 疏 线 4,B,。 直 线 B3D 与 直线 4 平行 。 因 此 ， 
直线 4B 和 A,B, 既 垂直 于 直线 a 和 65, 又 垂直 于 平面 $ ,AB 
平行 于 4.B,。 由 此 ， 我 们 便 可 得 到 ,直线 44, 和 BB,， 即 
直线 4 和 5 位 于 同一 平面 内 。 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 直线 a 
和 已 是 两 条 异 面 直线 。 结 论 得 到 证 明 ， 

平面 与 平面 的 慌 走 关系 设 wc 和 8 是 相交 在 直线 c 的 两 个 
平面 。 作 一 个 垂直 于 直线 c 的 平面 Y ( 如 图 169 ) 。 平面 7 与 
平面 * 和 8 相交 于 直线 < 和 》。 如 果 直 线 a 乘 直 于 直线 5， 
那么 ,平面 a 与 平面 8 互相 委 直 . 

如 此 确定 平面 a 和 平面 8 的 垂直 关系 ， 与 如 何 取 平面 7 
无 天。 确实 ,我 们 还 可 作 垂 直 于 直线 c , 且 不 与 平面 7 重合 的 
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图 169 


平面 YY ，。 平面 Yi 和 平面 &@ 
和 有 相交 于 直线 cy 和。 
平面 y 与 平面 yi: 都 与 直线 5 
垂直 ,所 以 平面 Y 和 Yi 互 为 
平行 。 由 此 ， 可 得 出 直线 a 
平行 于 直线 dls 耳 线 b 平 
行 于 直线 56，,。 而 根据 定理 
20.1， 直 线 4 垂直 于 直线 5 

导致 直线 ea; 垂直 于 直线 pg。 
结论 得 证 。 


定理 20.8 如果 平面 & 和 平面 和 内 的 任意 一 条 直 钱 秋 


证 明 ( 参照 图 170) 
设 c 是 平面 和 平面 6 的 交 
线 ， 而 已 是 平面 8 内 垂直 于 
平面 x 的 一 条 直线 。 在 平面 w 
内 ， 过 次 线 bg 和 ec 的 交点 C 作 
一 条 疏 直 于 直线 c 的 直线 c。 

因为 直线 a 和 <c 位 于 平 
面 x 内 ,而 平面 xc 与 直线 


垂直 ， 所 以 直线 垂直 于 直线 4 及 上。 


图 170 


直线 2 延 直 于 直线 6 


( 作 图 的 条 件 )， 因 而 过 直线 cc 和 b 的 平面 与 直线 c 垂直 ， 
因为 直线 4 和 5 互 为 慌 走 ， 所 以 过 直线 4 和 上 了 的 平面 x 和 8 


互相 垂直 。 定 理 得 证 ， 


由 定理 20.8， 可 得 出 如 下 推论 ， 如 果 平 面 8 过 垂直 于 平 
面 vc 的 直线 b ， 那 么 平面 8 也 垂直 于 平面 o . 
定理 20.9 如果 直线 a 和 平面 " 均 悉 真 于 平面 8, 那 么 直 
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钱 a 可 能 在 平面 内 ， 也 可 能 平行 于 平面 w 。 

证 明 设 c 是 平面 a 和 
平面 6 的 交 线 (如 图 171 ) 。 
作 平 面 Y+ 性 下 于 直线 cc , 平 
面 Y: 与 平面 4 和 8 相交 于 互 
相 垂 直 的 直线 c, 和 了 ,因为 
直线 C; 王 直 于 种 线 “( 有 Rb, 

， 所 以 直线 ai 必 重 直 于 平面 b。 
根据 定理 20,5， 可 以 得 出 直 二 

线 4q1 六 行 于 直线 4 ,如果 直 线 & 不 在 平面 内 ,那么 根据 定理 
19.2， 直 线 a 与 平面 4 内 的 直线 ai 平行 ， 直 线 a 平行 于 平面 
a 。 定理 得 证 。 | : 

由 定理 20.9, 可 以 得 出 下 述 推论 ,如 果 平面 和 平面 B 互 
相符 下 ， 那 么 从 平面 & 内 任意 点 向 平面 8 所 作 的 重 线 必 在 平 
而 wx 内。 

定理 20.10 已 知 %x 和 有 是 两 个 朴 交 的 ,但 不 是 重合 的 平 
而 ，Y 是 垂直 于 平面 c 和 8 的 平面 ， 那 么 平面 Y 必 垂 直 于 下 
面 0 及 B 的 交 线 ¢. 

证 明 ( 参照 图 172) 取 一 个 
丘 不 在 平面 & 内、 又 不 在 平面 6 内 
的 点 ， 过 这 个 点 向 平面 Y 作 一 条 重 
线 cl。 根 据 定 理 20.9, 可 知 直 线 c; 与 
平面 和 8 平行。 根据 定理 19.4， 可 
得 出 直线 ci 与 直线 c 互相 平行 。 现 
在 根据 定理 20.4， 可 得 知 直线 “ 午 图 172 
和 直 于 平面 Y 。 定 理 得 证 ， 

”定理 20.11 设 8 是 一 个 平面 , b 是 一 条 不 与 平面 8 心 真 
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的 直线 。 过 直线 可 以 作 一 个 ， 而 且 只 能 作 一 个 和 三 直 于 平 函 
B 的 平 画 ， 

证 明 ( 参 照 图 173) 过 
直线 5 上 任意 一 点 ， 作 平面 
8 的 垂 线 p ,根据 定理 20.8， 
可 得 出 经 过 直线 和 8 的 平 
面 Y 必 竺 直 于 平面 8 ， 

现在 假设 ， 经 过 直线 5 3 
还 有 另外 一 个 平面 y,， 也 垂 
直 于 平面 6 .根据 定理 20.9， 可 断定 直线 b ,在 平面 y, 内 。 按 
公理 c: ,可 得 知 平面 yY 和 平面 y, 必 应 重合 。 这 与 假 设 是 矛盾 
的 。 定 理 得 证 ， 


习 题 


41. 证明， 过 一 已 知 点 所 作 垂 直 于 已 知 直 线 的 诸 直线 必 位 于 
同一 平面 内 。 

2. 证 明 ， 过 一 已 知 点 可 作 一 条 、 而 且 只 能 作 一 条 垂直 于 丙 
条 已 知 的 不 平行 的 直线 ， 

3， 证明: 过 一 点 不 可 能 作 四 条 互相 垂直 的 直线 . 

4、4、B、C ,DD 是 不 在 同一 平面 内 的 外 个 已 知 点 ， 两 点 双 
双 连 结 成 六 条 线段 。 证 明 ， 过 线段 中 点 并 与 线段 垂直 的 
六 个 平面 相交 于 一 点 。 这 点 到 已 知 四 点 的 距离 相等 ， 

5， 证明， 与 已 知 两 点 4 和 5 等 距离 点 的 轨迹 是 一 个 垂直 干 
线段 4B 中 点 的 平面 。 

6， 已 知 一 个 三 角形 4BC ,对 平面 a 而 言 ， 位 于 同一 半空 间 
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内 ，a 、b、c 是 这 三 角形 三 顶点 到 平面 "的 距离 。 
证 明 。 三 角形 48BC 的 重心 (三 条 中 线 的 交点 ) 到 学 面 a 


的 路 离 等 于 和 十 十 < .假如 ， 对 平面 c 而 言 ， 三 角形 的 


顶点 4 和 如 位 于 同一 半 平 面 内 ， 而 顶点 C 位 于 另 一 个 半 
平面 内 ， 那 么 这 距离 有 何 变化 ? 

7. 证 明 ， 与 两 个 相交 平面 等 距 的 点 的 轨迹 是 两 个 平面 ， 

8， 从 已 知 一 点 向 经 过 一 条 已 知 直线 的 所 有 平面 作 垂 线 ， 试 
证 明 ， 垂 足 的 轨 济 是 一 个 圆 。 

9， 从 一 已 知 点 向 一 个 已 知 平面 作 等 长 斜 线 ， 试 证 明 ， 斜 线 
足 的 轨迹 是 一 个 圆 。 


$ 21. 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 、 
平面 与 平面 所 成 的 角 


两 条 真 线 的 夹 角 ”两 条 直线 相交 ， 组 成 邻 角 和 对 顶 角 ， 
对 顶 角 相等 ， 邻 角 与 其 互补 成 二 直角 .这 些 角 中 最 小 的 角 叫 
做 两 条 直线 所 夹 的 主 值 .显然 ,两 条 直线 所 夹 的 主 值 小 于 90"。 
下 面 我 们 讲 两 条 直线 所 夹 的 骨 就 是 指 主 值 。 

异 面 直线 的 交角 是 指 平行 于 异 面 直线 的 两 条 相交 直线 所 
成 的 角 。 我 们 证 明 ， 这 个 角 的 大 小 与 取 什 么 样 的 相交 直线 无 
关 。 用 证 明定 理 20.1( $20) 的 方法 ， 便 可 证 明 这 个 结 论 。 

设 Ql 和 a4, 是 两 条 直线 ， 它 们 相交 于 点 4 并 与 已 知 的 蜡 
面 直线 平行 ,; 设 b1, 和 56, 是 男 一 对 相交 于 点 8 的 这 样 下 线 , 假 设 
4a、42.501,0; 不 在 一 个 平面 内 (图 174 ) 。 直 线 c; 和 az 位 于 
平面 4 内， 而 直线 5b, 和 5, 位 于 平面 内。 因为 直线 a1 和 a;, 与 
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直线 b ,和 65, 互相 对 应 平行 ， 
所 以 平面 4 与 平面 6 也 平 
行 。 在 直线 4, 及 a, 上 各 取 异 
于 点 4 的 点 4 及 点 4,, 然 后 
作 和 直线 41B, 及 4,B, 均 平行 
于 直线 4B。 四 边 形 44,8B， 
B, A4A,B,A, 及 A,4A,B,B, 
均 为 平行 四 边 形 ,因此 ,44， 
~BB,, AA4,=BB,,A,4, J 
二 BB,， 根据 全 等 三 角形 第 三 判定 法 ， 三 角形 44,4, 和 二 
角形 BB,B, 是 全 等 三 角形 。 因 为 两 个 三 角形 全 等 ， 所 以 和 页 
线 4a， 和 42s5 1 和 5b; 所 来 的 主 值 相等 ， 即 人 4 等 于 人 人 B、 

当 直 线 Ci sha 在 同一 平面 时 ， 可 在 另 一 平面 内 ， 
分 别 作 ea; 和 ex、b 和 ?8 的 平行 相交 直线 cy: 和 cs。 根 所 上 述 证 
了 明 ， 下 线 c: 和 az、2 和 2: 间 的 严 角 均等 于 直线 c: 和 cx 辐 的 习 
角 ， 因 而 它们 彼此 相等 。 

我 们 已 给 出 了 关于 两 条 相交 直线 的 夹 角 及 两 条 异 面 直线 
的 交角 的 概念 。 现 在 让 我 们 以 下 面 的 定义 来 补充 关于 角 的 概 
念 ， 两 条 平行 直线 ， 或 两 条 重合 直线 所 成 的 角 千 于 零度 。 给 
出 关于 两 条 平行 直线 或 两 条 重合 直线 所 成 的 角 的 概念 之 后 ， 
今后 我 们 再 证 明 关 于 角 的 定理 时 ， 就 无 需 再 讨论 这 类 特殊 的 
I 

定理 21 .1 设 a, 和 a, 是 两 条 直线 并 且 b ,和 b, 是 与 它们 平 
行 的 直线 ,那么 直线 a， 和 a ;所 夹 的 角 等 于 直线 b, 和 ?b ,所 实 的 
角 . 

证 明 如 果 直 线 a, 和 直线 a4, 互相 平行 或 者 互相 重合 ， 那 
人 么 直线 b+: 和 1 也 必然 互相 平行 或 者 互相 重合 . 在 这 些 情 况 
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下 ， 坦 线 a, 和 a, 的 夹 角 与 61 和 ,的 夹 角 均 等 于 零 ， 因 而 两 角 
相等 。 如 果 直 线 a, 和 a,、5, 和 5 相交， 则 夹 角 相等 ， 这 点 上 
面 已 论证 过 。 由 两 条 相交 直线 夹 角 相 等 的 性 质 ， 可 以 推论 出 
两 条 异 面 直线 的 交角 也 相等 。 定 理 得 证 ，。 

直线 与 平面 所 成 的 角 ” 设 w 是 一 个 已 知 的 平面 ，4 是 一 
条 直线 。 直线 4 与 平面 a 所 成 的 角 由 下 列 方法 确定 。 如 果 直 
线 a 与 平 区 0 平行 ， 或 直线 4 在 平面 w 内 ,那么 直线 a 与 平面 
2 所 成 的 角 和 等于零; 如 果 直 线 4 垂直 于 平面 ws， 则 直线 4 与 平 
面 4 所 成 的 角 等 于 90* 。 / 

设 直 线 & 和 平面 x 相交 ， 
但 不 垂直 于 平面 w 。 经 过 直 
线 a， 作 一 个 垂直 于 平面 4 
的 平面 (如 图 175 ) 。 这 个 平 
面 与 平面 w 相交 于 直线 a， 
直线 4 是 直线 4 在 平面 内 
的 射影 。 直 线 4 和 a 所 夹 的 
髓 ， 有 即 耳 线 4 和 它 在 平面 & 内 的 射影 所 成 的 角 ， 就 叫做 直线 
& 和 平面 & 所 成 的 骨 ， 

定理 21.2 直线 a 与 平面 xc 所 成 的 角 ， 和 直线 a 与 平面 
们 的 环线 所 成 的 角 互 为 余 角 ， 

证 明 如 果 直 线 & 在 平面 4 内 ,或 与 平面 4 平行 ， 那么 
直线 4 与 平面 w 所 成 的 角 等 于 零 ,然而 ,此 时 直线 a 与 平面 4 
的 算 线 所 成 的 角 等 于 90°。 很 明显 ， 两 角 互 为 余 角 。 如 果 直 
线 4 垂直 于 平面 c ,那么 直线 & 或 者 与 平面 & 的 垂 线 相 重合 ， 
或 者 互相 平行 。 此 时 ， 直 线 ea 与 平面 所 成 的 角 等 于 90" ， 
但 与 平面 w 的 垂 线 所 成 的 角 等 于 零 。 定 理 的 结论 明显 可 证 。 

现在 让 我 们 研究 一 般 的 情况 。 已 知 直线 a 和 平面 & 相交 
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图 17s 


于 点 4 (如 图 176) ,过 点 4 作 
直线 # 王 直 于 平面 xc. 三 条 直 
线 a ,4 和 % 位 于 同一 平面 ， 
即 直 线 4 投影 到 平面 w 的 那 
个 平面 。 因 为 直线 ?与 G 的 
夹 角 等 于 直角 ， 所 以 直线 a 
与 4 的 夹 角 和 直线 4 与 4 的 
夹 角 互 为 余 角 。 定 理 得 证 . 
定理 21 .3 已 知 a 和 b 是 两 条 互相 平行 的 直线 ，0 和 
是 两 个 互相 平行 的 平面 ， 那 么 直线 a 与 平面 c 所 成 的 角 必 等 
于 直线 b 与 平面 B 所 成 的 角 ， / 
证 明 设 a’ 和 6b’ 是 两 条 分 别 垂直 于 平面 4 和 6 的 直线 ， 
直线 a 和 6 或 者 互 为 平行 ， 或 者 相 重 合 ， 根 据 定理 21.1 可 得 
知 ， 直 线 o 与 a’ 所 夹 的 角 等 于 直线 5 与 5 所 夹 的 角 。 因 而 ， 
它们 的 余 角 也 必 相 等 , 根据 定理 21,2 即 可 以 得 到 : 直线 a 与 
平面 & 所 成 的 角 等 于 直线 5 与 平面 8 所 成 的 角 。 定 理 得 证 ， 
平面 与 平面 所 成 的 角 ”现在 我 们 确定 平面 与 平面 所 成 的 
角 ( 或 称 交 角 ) 的 概念 ,如 果 平 面 & 与 平面 8 平行 或 重合 ,那么 
我 们 说 ， 平 面 a 与 6 所 成 的 角 等 
于 零 。 设 平面 c 与 平面 6 既 不 重 
合 ， 又 不 平行 ， 它 们 相交 于 某 一 
条 直线 c (如 图 177) , 作 平 面 Y 算 
直 于 直线 c ， 这 平面 7 分 别 交 平 
面 a 及 8B 于 直线 4 及 b。 我们 取 
直线 a 及 5 的 夹 角 作为 平面 a 及 
8 的 交角 ,可 见 , 平 面 4 与 的 交 
角 大 小 和 平面 7 在 交 线 c 上 顶点 


图 176 


ss 18 ee EE 


的 位 置 无 关 ， 事 实 上 ， 设 y“ 为 延 直 于 直线 c 的 另 一 个 平面 ， 
平面 Y 分 别 交 平 面 4 及 6 于 直线 a 及 b’， 而 a 及 b 平行 于 a 
及 中。 因此 直线 ce 及 8 的 夹 角 等 于 直线 5 及 的 夹 角 ， 

定理 21.4 平面 xc 和 有 的 交角 等 于 两 个 平面 的 玛 线 a 
与 b 的 夹 角 ， | 

证 明 首先 ， 我 们 研究 下 面 
的 性 质 ， 设 a 和 5 是 同一 平面 内 
互 为 牌 直 的 两 条 直线 ， cc 是 这 平 
面 内 过 直线 a 和 上 交点 的 任意 一 
条 直线 ,直线 c 与 直线 4 和 22 所 
成 的 角 互 为 余 角 ( 图 178)。 现 

A 在 让 我 们 来 证 明定 理 ， 

如 果 平 面 & 和 6 互 为 平行 或 相 重 合 ， 那 么 这 两 个 平面 的 
垂 线 < 和 只 也 必 将 平行 或 相 重 合 。 此 时 ， 平 面 gx 与 平面 6 所 
成 的 角 ， 和 直线 4 与 直线 5 所 夹 的 角 都 等 于 零 。 因 此 ， 平 面 
x 与 8 的 交角 等 于 它们 乏 线 的 夹 角 ， 

现在 设 平 面 & 与 8 婚 不 
重合 ,又 不 平行 , 国 而 它们 要 
交 于 某 一 条 直线 c 。 作 一 个 
垂直 于 直线 ec 的 平面 Y(〈 如 
图 179 ), 平面 7 与 平面 4 和 
8 相交 于 直线 a ,和 6b,， 而 平 
面 7 与 直线 c 相交 于 点 C， 
过 扩 C 作 直线 a 和 65， 分 别 
垂直 于 平面 ac 和 有 8， 直线 ca 和 尹 都 在 平面 Y 内 。 

如 上 所 证 ， 直 线 a; 与 上 所 夹 的 角 ， 和 直线 ci 与 忆 :所 夹 的 
角 互 为 余 角 。 直 线 &4 与 了 所 夹 的 角 ， 和 直线 ai 与 6 所 夹 的 角 
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图 179 


互 为 余 角 。 因 此 ， 直 线 41 与 6 所 夹 的 角 等 于 直线 4 与 5 所 夹 
的 角 。 这 正 是 我 们 所 要 求证 的 。 oe | 

定理 21.5 如 果 平 面 oc 平行 于 平面 % ， 而 平面 8 平行 
于 平面 8 ， 那 么 平面 4 与 8 所 成 的 角 、 等 于 平面 " 与 B“ 所 成 
的 角 。 - 

证 明 作 和 平面 ac 的 重 线 CC， 直线 4 也 必 王 百 于 平面 wa 。 
同 理 ， 平 面 & 的 舍 线 5 也 必 垂 直 于 平面 6'。 根据 定 理 21.4， 
两 个 平面 的 交角 等 于 两 个 平面 的 垂 线 的 夹 角 。 因 上 此， 平面 w 
和 和 平面 上 的 交 角 与 平面 wa 和 8 的 交角 等 于 同一 值 ， 即 囊 线 4 
及 5 的 夹 角 。 定 理 得 证 。 


站 是 


1. 已 知 4、B、C 三 点 不 在 同一 条 直线 上 。 如 果 直 线 C4 和 和 
C8B peat b ， 和 而 4 十 8 之 90"， 侣 直线 
CA 与 CB 的 夹 角 等 二 多 少 
te ee 
平面 & 内 的 任意 一 条 直线 ， 试 证 明 ， 直 线 a 与 x 的 夹 角 
不 小 于 直线 4 与 平面 4 的 交角 。 
3。 已 知 4 是 一 条 直线 ， 而 a1 .4,4; 是 直线 4 与 三 条 互相 垂 
直 的 直线 所 夹 的 角 ， 试 证 ， 
coS“w | 十 Cos2a ,十 cos2a ,一 1 
4. 说 oa 是 直线 与 三 个 互相 和 焉 直 平 面 所 成 的 角 ， 
证 明 
sin zi 十 sin2w 十 Sin2z ,一 
5. 已 知 : 直线 CC 和 "与 三 条 互相 重 直 的 直线 所 夹 的 角 为 
ol ai 0 及 1、 8;.6， 而 直线 za 与 6 所 夹 的 角 为 $， 


e。 170 。 


证 明 ， 


cos $=cosgicos Bi1 +ecosa,cosB,+eosascos Bb,. 


$ 22， 二 面 角 、 三 面 角 和 多 面 角 


二 面 角 和 三 面 角 的 定义 已 知 x 和 8 是 两 个 相交 于 直线 
5 的 平面 ,直线 c 把 平面 0 和 8 各 分 成 两 小 半 有 平面。 平面 & 和 
8 的 半 平 面 用 4’ 和 8' 表示 (如 图 180). 半 平面 a 和 6 ' 所 组 成 的 
图 形 叫 做 二 豆角 ， 而 两 个 半 
平面 a 和 8 ‘Wd 做 二 面 角 的 
夯 。 直 线 c 叫做 二 面 角 航 
材 。 作 任意 平 夯 了 垂直 于 直 
线 c 。 这 平面 交 半 平面 a 人 各 
8' 于 射线 a 和 5’ ， 射 线 a 和 
六 所 组 成 的 角 硬 做 二 面 角 的 
平面 角 。 如 以 借助 于 二 面 角 的 平面 角 来 度量 二 面 角 的 大 小 。 
同一 个 二 面 角 的 所 有 平面 角 都 相等 ， 而 且 ， 平 面 角 的 大 小 与 
其 顶点 在 楼 上 的 位 置 无 关 ， 

平面 和 8 所 组 成 的 角度 ， 与 它们 的 半 平 面 wc'/ 和 87? 所 组 
成 的 角度 ， 就 其 实质 来 讲 是 有 差别 的 。 平 面 和 平面 所 组 成 的 
角度 总 不 可 能 大 于 90?， 然 而 ， 半 平面 和 半 和 平面 所 组 成 的 危 
度 可 能 取 从 0" 到 180° 间 的 任 一 值 、 如 果 二 面 角 小 于 或 等 于 
90” ， 那 么 二 面 角 的 大 小 等 于 两 个 平面 的 交角 ， 此 时 二 面 逢 
的 楼 是 两 个 平面 的 灾 线 。. 不 然 的 话 ， 两 个 平面 的 交角 与 二 面 
角 互 补 成 180”， 

设 4、5、c 是 从 同一 点 5 发 出 的 三 条 不 在 同一 平面 内 的 
射线 (如 图 181)， 射 线 4a 、5 、c 夹 成 三 个 角 :， (ap )、 (ac)， 
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图 180 


《bc )， 由 这 三 个 角 组 成 的 
殉 形 ， 称 为 三 面 角 。 点 S 称 
为 三 面 角 的 顶点 。 射 线 & 、 
b 、c 称 为 三 面 角 的 楼 相 
邻 丙 核 所 夹 的 角 称 为 三 面 角 
的 平面 角 ， 相 邻 两 棱 间 的 平 
面 称 为 三 面 角 的 面 。 相 邻 的 
狗 个 面 和 它们 相交 的 楼 所 组 
成 的 角 ， 称 为 三 面 角 的 二 面 图 181 

角 。 如 ， 过 楼 4 和 引 5 的 半 平 面 与 过 楼 4a 和 < 的 半 平 面相 交 于 
楼 a， 这 两 个 半 平 面 所 组 成 的 角 ， 称 为 三 面 角 4a 棱 的 二 面 
角 ， 或 者 称 为 三 面 角 的 平面 角 (bec ) 所 对 应 的 二 面 角 ， 

三 面 角 的 余弦 定理 

定理 22.1 设 a ,6 、? 是 三 面 角 的 平面 角 ，C 是 平面 角 
Y 所 对 的 二 面 角 ， 则 

COSY =ceos a cos BB +sin a sin BeosC. 

证 明 设 $S 是 三 面 角 的 顶点 ，4a ,5 、c 是 这 个 三 面 角 的 
接 ，a.,8,Y 是 由 模 5 和 c、c 和 4 ,a 和 %b 分 别 组 成 的 三 面 角 
: 的 平面 角 ， 而 CC 是 
这 个 三 面 角 c 楼 的 
二 责 角 ， 即 三 面 角 
的 平面 角 Y 所 对 
应 的 二 面 角 ( 如 图 
“b 182)。 在 三 曾 角 a 
: 和 二 棱 上 ， 分 别 截 

取 长 度 均 为 1 的 线 
图 182 ，， 段 5S4 及 SB，, 应 用 
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余弦 定型 于 三 角形 4S3 ， 我 们 可 以 得 出 : 
4B “一 1 十 1 一 2cosy。 
现在 我 们 用 另 一 种 方法 求 线段 4 如 的 长 度 。 为 此 ,过 点 竺 
作息 下 于 述 c 的 平面 交 楼 上 于 点 4 ,又 过 点 召 作 重 直 于 楼 6 
的 平面 交 楼 c 于 B4。 设 点 召 是 从 点 如 向 过 点 4 平面 引 作 重 
线 的 型 足 ， 应 用 余弦 定理 于 三 角形 44’ 如， 我 们 可 以 得 到 ， 
AB’=AA’’+A4'B*—24A4. 4’ BcosC., 
但 AA’=sin6, A4’B=BB’=sing， 所 以 
AB’=sin’g+ sin’f — 2sineG .sing cosC . 
应 用 勾 股 定理 于 直角 三 角形 4 B B， 又 可 以 得 出 ， 
用 了 一 4 了 十 了 了 3 
而 B B=|cosB—cose |, 所 以 
4 一 sin 十 si 6 十 (cos8 一 cosa)2 
一 2sin wsin 8 cosC 
一 2 一 2coswcos8 一 2sinawsingcoscCc 。 
由 上 述 线段 48 的 两 个 表达 式 ， 我 们 可 以 得 出 ; 
cosy=cos a cos P+sina sinf cosC. 
定理 得 证 。 
已 知 三 面 角 的 极 三 面 角 
设 和 a、、c 是 一 个 三 面 角 的 三 条 檬 ， $ 是 这 个 三 面 角 
的 顶点 ， 了 平面 角 ( 人 bc ) 所 在 的 平面 把 空间 分 害 成 两 个 半 罕 
问 ， 射 线 2 位 于 其 中 一 个 半空 间 内 ， 过 顶点 8 向 男 一 个 半空 
间 ， 引 作 与 平面 角 ( be ) 所 在 平面 垂直 的 射线 ca 。 同 法 ， 作 
射线 b 及 c 分别 垂直 于 平面 角 (ac ) 和 平面 角 (a5) 所 在 的 平 
面 ， 以 cc .bc 为 校 的 三 面 角 称 为 原 三 面 角 (4bc) 的 极 三 加 
角 ( 如 图 183) ， 很 容易 看 出 ， 头 三 面 角 的 三 条 棱 各 堆 丰 于 极 
三 面 角 的 三 个 面 。 两 个 三 面 角 的 极 性 是 相互 的 ， 即 如 有 果 三 面 
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角 (e 人 ec7) 是 三 面 角 (abc) 
的 极 三 面 角 ， 那 么 三面 角 
《abc) 也 是 三 面 角 (a’b/c’) 
的 极 三 面 角 。 我 们 知道 ， 如 
果 两 个 角 的 边 互 相生 直 ， 那 
公 这 两 个 角 或 者 相等 ， 或 者 
互补 成 180"。 因 此， 根据 这 
个 定理 读者 很 容易 判断 ， 
极 三 面 角 的 平面 角 和 与 它 对 
应 的 原 三 面 角 的 二 面 角 互补 
成 180", 即 平 面 角 (bc ) 与 熔 2 的 二 面 角 互补 成 180"” 等 
等 。 同样 ， 极 三 面 角 的 二 面 角 和 与 它 对 应 的 原 三 面 角 的 平面 
角 互 补 成 180” 。 如 : 棱 a' 的 二 面 角 与 平面 角 ( Bc ) 互补 
成 180。.。 一 

定理 22.2 设 A、B、C 是 三 面 角 的 三 个 二 面 角 ， 而 
.了 是 二 面 角 GC 所 对 的 平面 角 ， 则 

cosL 一 一 00SAcosB 十 SinAsinBgcosy 。 

应 用 定理 22.1 于 已 知 三 面 角 的 极 三 面 角 , 即 可 直接 推出 
这 个 定理 。 

三 面 角 的 正 蓄 定 理 

定理 22.3 设 %.B6,Y 是 三 面 角 的 三 个 平面 角 ， 而 A、 
也 、C 是 它 作 所 对 的 二 面 角 。 则 
sina _ sin _ siny 

SinA sinB sinC " 
证 明 在 三 面 角 的 棱 < 上， 截取 线段 SC， 使 其 长 等 于 

1 《 如 图 184 ) ， 从 C 点 向 角 (ab ) 所 在 的 平面 作 垂 线 。 设 
C 为 这 条 垂 线 的 重 足 ， 过 C 点 作 平 面 稚 直 于 榨 zx 或 村 c 的 延 
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图 183 


长 线 ， 并 与 楼 a 这 于 点 A，, 
又 过 C 点 作 平 面 垂 直 于 楼 》 
或 棱 了 的 延长 线 ， 并 与 楼 妃 
交 于 点 习 。 

现在 让 我 们 计算 垂 线 
CC 的 长 度 、 由 直角 三 角形 


SCB( 角 B 是 直角 )， 可 以 
得 出 ， 图 184 


CB=1'.sing, | 
现在 用 直角 三 角形 CBC (和 角 C 是 直角 ) 来 求 垂 线 C C 
的 长 度 ， 
CC=CB sin B=sina sin B. 
垂 线 CC 的 长 度 还 可 用 其 它 方法 来 求 ， 即 利用 直角 三 
角形 4CS 和 直角 三 角形 CAC ， 来 计算 重 线 CC 的 长 度 。 此 
时 ， 可 以 得 出 : 
CC=sin8 sind. 
由 上 述 垂 线 长 CC 的 两 个 表达 式 ， 可 以 得 到 | 
sina sin B=sinb sind., 


由 此 可 以 得 到 


同 理 可 得 关系 式 : 
sinp _ smY 
sinB sinC” 
三 面 角 的 平面 角 的 不 等 式 
定理 22.4 三 面 角 的 任何 一 个 平面 角 必 小 于 其 它 两 个 
平面 角 的 和 。 
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证 明 设 a.86,Y 是 三 面 角 的 三 个 平面 角 , 求 证 TY 和 <a+P。 

让 用 定理 22.1 于 这 个 三 面 角 ， 可 以 得 到 : 
cos Y=cos@ cosB+sinea sinb cosC, 
钛 为 cosC 一 1， 而 siiwe 和 sin8 取 正 值 ,所 以 可 得 到 下 殉 
不 等 式 : 
cos YY 全 cos w cos B— sinw sin pb, 
因为 不 等 式 的 右 端 恰好 是 cos{a 十 6)， 政 
cos TY >cos(a+b), 
大 家 知道 ， 当 角度 由 0" 增 大 到 180* 时 ， 余 弦 值 随 之 减 小 ， 改 
Y<a+b。 定理 得 证 。 

多 面 角 ”从 一 点 S 发 出 射线 cf， CE ，…， er， 并 且 任 何 
三 条 相 邻 的 射线 al、ci、431 42、 G3、 043 ' Ge、Gi、 
cx 都 不 在 同一 平面 内 ， 由 平面 角 (ciaz) (2a03 )，"'， 
(cei ) 所 组 成 的 图 形 叫 多 面 角 〈 如 图 185 ) 、 点 8 叫做 多 面 
角 的 项 点 ， 而 射线 ci， ax， …，ax 叫 做 多 画 角 的 楼 。 如 果 多 
面 角 位 于 任 盖 面 角 所 在 平面 的 同一 便 ， 那 么 该 多 面 朋 叫做 串 
多 面 角 ， 

定理 22.5 冲 多 画 胃 的 所 有 平面 角 的 和 小 村 360 

证 上 明 设 eci，car，…，a 是 凸 多 面 角 的 梭 ， 而 5 是 凸 
多 曾 角 的 项 丰 。 在 楼 4 ,和 a, 上 分 别 取 点 41 和 4,， 现 在 楼 a&， 
上 取 点 4, 使 它 接近 顶点 S， 并 过 三 点 4,、4,，、4; 作 平面 4 
( 图 185 ) 。 由 于 点 4, 十 分 接近 顶点 8S ， 所 以 平面 & 与 所 
有 的 杰 gl， cz， …， 4a。 都 相 区。 人 设 4，4，43，…， 
4, 是 平面 4 和 顶 角 5 的 所 有 接 的 交点 ， 由 多 面 角 3 的 中 性 
可 推出 以 4:，4:，… 41 为 顶点 的 多 边 形 忆 的 凸 性 (如 
图 186 ) , 

现在 研究 多 面 角 3 和 以 4,，4,，…，4, 为 顶点 的 所 有 
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图 185 图 186 

三 面 角 。 它 们 的 所 有 平面 角 之 和 等 于 多 边 形 了 的 内 角 和 ( 即 
180"n 一 360° ) 加 上 三 角形 4,4,5，A,A,S, …,， 4,4,4， 
的 所 有 内 角 和 ( 即 180*n)， 因 此 ， 所 有 平面 角 之 和 等 于 
2:180°7— 360°, 

在 每 个 三 面 角 4: 中 ， 属 于 多 边 形 已 的 角 小 于 另外 两 个 平 
玉 角 之 和 。 内 此 ， 上 面 所 求 得 的 所 有 平面 角 之 和 大 于 (180"r 
一 360° )2 十 9， 其 中 86 是 顶 扩 为 5 的 所 有 平面 角 之 和 ， 即 

(180°n— 360°)2+0<2:180°n— 360°, 

由 此 可 以 得 出 。 8<360"*。 定理 得 证 ， 


习 是 


1. a.b\c 是 三 条 不 在 同一 平 内 的 直线 ， 它 们 相交 于 G 
点 ， 点 O 把 各 条 直线 分 割 成 两 条 射线 ， 以 每 条 射线 为 一 
榨 。 可 以 作出 八 个 三 面 角 、 试 将 这 八 个 三 面 角 的 平面 角 
和 二 面 角 用 其 中 一 个 三 面 角 的 平面 角 和 二 面 角 来 表示 。 

2, 到 Qa、b、7Y 是 三 面 角 的 三 个 平面 角 ， 而 4、.B.C 是 三 
个 平面 角 所 对 的 二 面 角 。 设 9 是 二 面 角 C 的 梭 与 平面 角 
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7 的 平面 所 成 的 朋 ， 证 明 
Si0 一 Sinpsin A = sing sipng ， 

3. 已 知 一 个 三 面 角 的 二 个 平面 角 均 等 于 &， 而 这 两 个 平面 
角 所 成 的 二 面 角 等 于 $， 试 求 其 余 的 角 ， 

4. 三 面 角 中 有 一 个 二 面 角 是 直角 ， 实 这 个 直角 二 面 角 的 平 
面 角 是 c 和 8, 试 求 其 余 的 角 、 

5. 在 一 个 三 面 角 中 ， 已 知 一 个 平面 角 和 这 个 平面 角 所 在 的 
两 个 二 面 角 ， 并 且 这 两 个 二 面 角 中 有 一 个 是 耳 角 ， 试 求 
其 余 的 角 ， 


$ 23. 空间 的 运动 和 其 它 变换 


运动 及 其 性 质 空间 运动 的 概念 ， 和 平面 运动 的 概念 相 
三 。 我 们 把 空间 的 运动 ， 理 解 为 空间 自身 的 相互 单 值 映射， 
并 且 经 过 变换 ， 点 与 点 之 间 的 距离 仍 保持 不 变 。 这 就 是 说 ， 
如 果 和 和 普 是 空间 的 任意 两 点 ， 而 且 X' 和 了 /是 它们 的 对 应 
点 ， 那 么 X 了 一 和 /了 /。 空 间 运动 具有 平面 运动 的 类 似 性 质 ， 
特别 是 ， 经 过 运动 直线 仍 为 直线 、 直 钱 上 的 点 仍 保持 着 原 申 
序 . 这 就 是 说 ， 如 果 三 点 4 、B、C 在 一 直线 上 ， 并 且 了 点 位 
于 4 和 C 之 间 ， 那 么 变换 后 对 应 点 4'、,B',C’ 仍 在 一 直线 
土 ， 并 且 B/ 位 于 4/ 和 C/ 之 间 。 证 明 空间 这 种 运动 的 让 
质 ， 与 证 明 平面 运动 的 方法 完全 相同 。 这 里 ， 就 不 再 重复 

经 过 空间 运动 平面 仍 为 平面 ”现在 我 们 来 证 明 这 条 性 
质 , 设 4 是 一 全 平面 而 4、B 、C 是 这 个 平面 内 不 在 同一 条 
直线 上 的 三 个 点 。 经 过 运动 ,这 三 点 变 为 三 点 4 .BC 和 
它们 仍 不 在 同一 条 直线 上 。 设 ga' 是 过 点 4 、B’、C ' 的 平面 ， 
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求证 : 平面 ga 是 平面 w 运动 后 的 平面 。 

设 忆 是 平面 w 内 的 任意 一 点 。 在 平面 4 内 ， 过 点 作 一 
条 直线 ,使 这 条 直线 与 三 角形 4BC 相 交 于 两 点 了 和 Q。 对 应 
于 PP 各 口 的 点 P’ 和 QQ 应 位 于 三 角形 4’B'C/ 的 边 上 ， 因 而 ， 
必 在 平面 z’' 内。 直线 PQ 运动 后 ， 以 了 PQ 表示。 点 叉 在 直线 
PQ 上 ， 运 动 后 点 X 在 直线 P’E’ 上 ， 即 点 X 和 和 直线 P’0 人 都 
在 平面 a 内。 因此， A I 运动 后 ， 在 平面 a 
都 有 其 对 应 太 叉 和 。 

现在 我 们 证 明 , 平 面 g 内 每 一 点 X 必 是 平面 & 上 某 一 扩 
的 映 象 。、 为 此 ， 在 平面 a 内， 过 点 X 作 任 意 一 条 直线 交 
三 角形 4’B’C' 于 P' 和 Q 、 设 吕 P 和 Q 是 点 P' 和 Q 的 对 应 
态 ， 直 线 PQ 运 动 后 变 成 直线 P'Q 。 关 此 、 点 XX 必 是 直线 
PQO 上 某 点 义 的 上 遇 象 ， 因 而 XX^ 是 平 画 4 上 荣 点 X 的 上 映 象 ， 结 
论 得 证 。 

与 平面 几何 相同 ， 和 也 可 用 运动 的 方法 来 
证 明 空间 图 形 的 全 竺 性质. 如果 经 过 运动 图 形 玉 与 图 形 ' 吻 
合 ， 即 图 形 下 变 成 图 形 F ,那么 图 形 F 和 图 形 F' 称 为 全 等 的 
两 个 空间 图 形 ， 

关于 平面 和 关于 点 的 对 称 ”与 平面 几何 中 关于 直线 对 称 
相同 ， 在 立体 几何 中 ， 建 立 关 于 平面 的 对 称 概念 。 设 4 是 任 
意 一 个 平面 ， 邢 是 空间 任意 一 点 。 过 点 妃 作 直线 a 垂直 于 平 
面 x， 此 直线 与 平面 c 相交 于 某 一 点 4 ,现在 按 下 面 的 规则 
取 点 义 “: 如 果 点 义 在 平面 & 内 , 则 取 点 久 ' 与 了 点 重合 。 如果 
点 到 不 在 平面 5 内， 则 点 下 ， 对 平面 2 而 言 , 位 于 另 一 半空 
间 内 ， 并 且 A4X 等 于 AX’( 如 图 187)。 点 六’ 称 为 点 六 关于 平 
面 & 的 对 称 点 .在 空间 自身 映射 时 ， 如 果 点 瑟 与 关于 平面 4 
的 对 称 点 入” 相对 应 ， 那 么 这 种 映 身 称 为 关于 平面 4 的 对 称 
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变换 或 反射 映 象 。 

与 平面 几何 中 关于 直线 
反射 映 象 一 样 ， 在 立体 几何 
中 ， 关 于 平面 的 反射 映 象 ， 
也 是 一 种 运动 。 为 了 证 明 这 
个 结论 ， 必 须 指 出 ;空间 垂 
直 于 平面 a 的 平面 8 关于 平 
面 x 的 反射 映 象 ， 是 关于 平 
| 面 0 与 8 所 交 直 线 的 反射 映 

图 187 象 。 现在 让 我 们 来 证 明 这 个 
结论 。 

设 P 和 0Q 是 空间 任意 两 点 .过 直线 PO 作 平面 垂直 于 平 
面 a ,并 交 平 面 于 某 直 线 .如 果 P 和 0 是 P 和 0 关于 平面 
a 的 对 称 点 ,那么 P' 和 0 也 必 是 了 P 和 QO 关于 直线 5 的 对 称 点 。 
事实 上 ， 经 过 也 点 翟 直 于 平面 & 的 直线 和 经 过 Q 点 垂直 于 平 
面 4 的 直线 均 位 于 平面 8 内 ,并 均 垂 直 于 直线 5 。 因 为 平面 内 
关于 直线 的 对 称 变换 保持 点 与 点 间 的 距离 ( 即 PO= P707)， 
在 空间 关于 平面 的 对 称 变换 也 具有 这 个 性 质 ， 因 此 ， 关 于 平 
面 的 对 称 变换 是 一 个 运动 。 通 过 平面 上 关于 点 的 对 称 变换 可 
以 建立 起 空间 关于 已 知 点 的 对 称 变换 定义 。 与 平面 上 一 样 ， 
空间 关于 点 的 对 称 变换 也 是 一 种 运动 。 为 了 证 明 这 个 结论 ， 
只 要 指出 ， 空 间 关 于 已 知 点 O 在 过 O 点 的 每 个 平面 K 内 的 对 
称 变换 就 是 在 平面 c 内 关于 O 点 的 对 称 变换 。 

借助 于 关于 平面 与 关于 点 的 对 称 概念 ， 可 以 建立 起 空间 
图 形 的 对 称 面 和 对 称 中 心 的 概念 ， 对 称 面 和 对 称 中 心 与 平面 
几何 中 的 对 称 轴 和 对 称 中 心 的 定义 相同 。 

空间 的 平移 和 转动 ”空间 平移 的 定义 与 平面 内 平移 的 定 
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义 相 同 ， 平 移 指 的 是 诸 点 沿 平行 线 移动 同一 距离 ， 

和 在 平面 上 一 样 ， 连 续 两 次 关于 点 0 1 和 0O ;的 对 称 变换 
就 得 到 一 个 平移 ， 点 沿 平行 于 直线 O10; 的 直线 移动 的 距离 
等 于 线段 010 ;长 的 二 倍 。 

和 在 平面 上 一 样 ， 空 闻 平 移 可 完全 由 给 定 的 两 个 对 应 点 
来 确定 ， 

空间 平移 性 质 的 证 法 和 平面 上 平移 相应 性 质 的 证 法 完全 
一 样 。 因 此 ， 我 们 就 不 再 论证 ， | 

绕 直 线 a 转 一 角 wa 的 转动 指 的 是 这 样 的 运动 运动 时 ， 
直线 a 保持 不 动 ， 而 由 a 所 在 的 半 平 面 均 转 一 角 &， 即 每 个 
这 样 的 半 平 面 与 对 应 的 半 平 面 组 成 一 个 以 a 为 棱 并 等 于 w 的 
二 面 角 。 责 线 a 叫 转轴 ， 角 & 叫 转角 

连续 二 次 关于 两 相交 平面 & 和 8 的 反射 映 象 就 得 出 一 个 
绕 直 线 C 的 转动 ， 而 C 是 平面 c 和 8 的 交 线 . 

为 了 证 明 这 个 性 质 ， 作 平面 了 垂直 于 直线 c， 在 平面 Y 
内 ， 对 称 变换 就 是 指 关 于 平面 7 与 平面 k 和 8 所 交 两 条 直线 
的 两 个 反射 映 象 ， 而 我 们 知道 ， 这 样 连 续 二 次 反射 映 象 就 得 
出 一 个 绕 平 面 7 与 直线 c 的 交点 的 转动 。 

空间 的 相似 变换 和 同位 相似 变换 空间 的 相似 变换 及 最 
简单 相似 变换 一 一 位 似 形 的 定义 均 与 平面 的 有 关 定 义 完 全 相 
同 。 空 间 相似 变换 把 直线 变 成 直线 ， 把 平面 变 成 平面 ， 并 保 
存 直 线 与 直线 的 夹 角 ， 和 平面 与 平面 的 夹 角 ， 百 线 与 平面 的 夹 
角 。 

图 形 下 经 过 相似 变换 所 变 成 的 图 形 焉 "叫做 达 的 相似 形 ， 
三 角形 的 相似 形 是 相似 于 这 三 角形 的 图 形 。 相 似 图 形 中 各 个 
相应 点 之 间 的 距离 之 比 是 个 常数 ， 这 个 常数 叫 相 似 系数 。 相 
似 图 形 的 面积 之 比 等 于 相似 系数 的 平方 ， 这 后 一 结论 对 三 角 
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形 来 说 显然 成 立 ， 因 而 对 于 能 分 割 成 三 角形 的 任意 图 形 均 成 

平面 到 平面 的 投影 ”前 面 我 们 已 阐述 过 关于 空间 各 种 变 
换 的 性 质 。 现 在 我 们 来 研究 投影 ， 投 影 是 一 个 平面 到 另 一 个 
平面 的 一 种 重要 变换 。 已 知 ，w 和 8 是 两 个 任意 平面 ， 而 有 是 
一 条 与 平面 c 和 8 相交 的 直线 (如 图 188). 设 于是 平面 w 内 的 任 
意 一 点 ， 过 义 作 直线 平行 
于 直线 下， 所 作家 线 交 平 
画 8 于 某 点 和 。 平 面 c 内 
每 一 点 X， 在 平面 5 内 都 
有 其 对 应 点 X 我 们 把 这 
种 映 象 叫做 平面 & 到 平面 

二 8 的 平行 投影 。 很 明显 ， 

平行 投影 是 单 值 的 映 象 。 旭 果 投 影 直线 重 再 于 平面 8 ， 那 么 
这 种 投影 就 称 为 正 交 投影 (或 简称 为 正 投影 ) ， 

由 平面 同和 平面 2 作 闭 行 投影 ， 直线 仍 为 直线 ， 并 保持 点 
在 直线 上 的 次 序 。 平 行 的 直线 仍 为 平行 的 直线 ， 相 交 的 直线 
仍 为 相交 的 直线 ， 并 保持 一 条 直线 上 或 平行 直线 上 线段 间 的 
比值 。 

这 些 性 质 的 证 明 很 简单 ， 留 给 读者 自己 证 明 。 

设 ”下 是 平面 内 的 一 个 图 形 ， 并 设 点 刁 描 出 图 形 卫 ， 
经 过 平行 投影 ，、 久 的 对 应 点 X/ 将 在 平面 上 描 出 图 形 F'， 图 


形 ' 岂 做 图 形 下 内 授 影 . 
定理 23.1 图 形 F 的 正 灾 投 影 为 图 形 F’， 国 形 FF 和 下 ’ 
的 面积 关系 式 为 
S’=Scosp, 


式 中 % 广 图 形 F 和 F 所 在 平面 的 夹 角 . 
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证 明 ”我 们 把 图 形 呈 ， 限 定 为 可 分 割 成 数 个 三 角形 的 图 
形 。 很 明显 ,在 这 种 情况 下 ,只 证 明 其 中 一 个 三 角形 具有 定理 
所 指 的 性 质 ， 便 可 得 出 结论 是 正确 的 。 因 此 ， 现 在 我 们 设 F 
是 一 个 三 角形 ， 以 4 表示 下 所 在 的 平面 ， 而 以 8B 表示 的 正 
投影 所 在 的 平面 ， 如 果 平 面 & 平行 于 平面 h， 那 么 定理 的 结 
论 是 非常 朋 显 的 ， 图 形 等 于 图 形 了 ， 因 为 图 形 F /是 玉 沿 
垂直 于 平面 的 方向 平移 的 正 投影 。 

如 果 平 面 & 不 平行 于 8， 并 交 86 于 某 直线 c 。 现 在 不 妨 
假设 三 角形 F 的 一 条 边 平行 于 直线 c 。 因 为 我 们 可 以 用 分 割 . 
的 方法 ， 把 三 角形 分 割 成 两 个 三 角形 ， 所 以 当 平 面 和 平移 到 
与 6 平行 的 平面 8 时， 我 们 可 以 进一步 设 三 角形 的 一 条 边 
重合 于 直线 c 。 

总 之 ， 只 村 论证 三 角形 的 底 边 位 
于 平面 xc 和 8 的 交 线 c 上 ， 定 理 就 可 
以 得 到 充分 的 证 明 ( 如 图 189) .在 这 种 
情况 下 ,三 角形 和 FF/ 有 一 条 公共 边 
在 直线 c 上 ,而 它们 的 对 应 高 为 48 和 
有 4'B, 高 的 关系 式 为 4’' B= AB cos 9， 
因而 ， 三 角形 面积 的 关系 式 为 $= 
cosB。 定 理 得 证 ， 


习 题 


1 已 知 公 是 一 个 点 ， 4 是 过 点 4 的 一 条 直线 ， 而 a 是 过 站 
线 & 的 一 个 平面 。 后 4 把 豆 线 4 分割 成 为 两 条 财 线 ， 用 
a 表示 其 中 的 一 条 射线 。 直 线 a 把 平面 分 出 成 为 两 个 
半 平 面 ， 而 a' 表示 其 中 的 一 个 半 平 面 。 平 面 a 把 空间 分 
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割 成 为 两 个 半空 间 ， 用 五 * 表 示 其 中 一 个 半空 间 。 按 相 
同 的 条 件 ， 作 一 点 B、 射 线 5'、 半 平面 ”站 半空 间 EJ， 
试 证 ， 经 过 运动 ， 点 4 变换 为 点 B， 对 线 a’' 变换 为 
射 绕 65’， 半 平面 a 变换 为 6?， 半 空间 /变换 为 半空 间 
EE’, 
2， 证 明 ， 接连 作 二 次 关于 点 0 ,和 0 ,的 对 浆 变换 ， 所 得 变 
换 是 沿 直线 OO ,方向 的 平移 ， 平 移 的 距离 等 于 20,0，。 
3. 试 证 ,接连 作 二 次 关于 两 个 平行 平面 反射 哄 象 是 沿 垂直 
”于 这 两 个 平面 的 方向 平移 ， 平 移 距离 等 于 这 两 个 平行 平 
闸 间 距离 的 二 售 ，。 
4， 如 果 一 个 三 面 角 的 三 个 平面 角 等 于 另 一 个 三 面 角 的 三 个 
hs 或 一 个 三 面 角 的 三 个 二 面 角 等 于 另 一 个 三 面 角 
三 个 二 面 角 ， 求 证 这 两 个 三 面 角 全 等 ， 
5 . ta 任意 一 个 三 角形 都 可 得 到 一 个 正三 角形 的 正 交 
投影 ， 


$24. 多 面体 


几何 体 设 G 是 一 个 平面 图 形 ， 设 XX 是 图 形 G 上 的 一 
个 点 ， 如 果 平 面 上 所 有 充分 接近 点 卫 的 点 都 位 于 图 形 G 内 ， 
那么 点 苹 称 为 图 形 G 的 内 点 。 这 就 是 说 ， 有 这 样 一 个 正 数 e， 
使 平面 内 与 点 外 的 距离 小 于 的 所 有 点 均 位 于 图 形 G 内 ， 则 
点 了 X 称 为 图 形 G 的 内 点 ， 如 果 图 形 G 的 每 个 点 都 是 它 的 内 
点 ， 并 且 其 中 任意 两 点 所 连结 折线 又 都 在 图 形 内 ， 那 么 这 样 
的 图 形 G 叫 做 区 域 。 例 如 ， 不 包括 圆周 在 内 的 圆 就 是 一 个 区 
域 。 

设 ”G 是 平面 上 的 一 个 区 域 。 如 果 平 面 内 那些 充分 接近 
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于 蕊 的 点 中 ， 有 的 属于 图 形 G， 有 的 不 属于 图 形 G， 那 么 点 
下 叫做 区 域 @ 的 界 点 。 这 就 是 说 ， 不 管 怎样 的 数 e 福 0， 在 与 
点 卫 相 距 小 于 的 那些 点 中 ， 有 的 属于 图 形 G， 有 的 不 属于 
图 形 G， 那 么 点 卫 叫 艇 区 域 G 的 界 点 。 所 有 这 些 腊 点 组 成 区 
域 G 的 边界 。 上 面 所 举 的 圆周 就 是 由 圆 域 的 界 点 组 成 。 泗 周 
是 赔 域 似 边 和 界 。 如 果 把 区 域 G 的 界 点 都 归附 到 区 域 G， 我 们 
便 得 到 一 个 新 的 图 形 G。 它 叫做 闭 区 域 ， 

在 平面 几何 中 ， 我 们 对 廿 多 边 形 的 内 点 已 下 过 定义 ,一 
个 凸 多边形 的 所 有 内 点 组 成 一 个 区 域 ， 如 果 把 多 边 形 本 身 归 
附 到 这 个 区 域 ， 我 们 便 得 到 一 个 团 区 域 ， 我 们 称 它 为 闭 多 边 
域 。 本 节 和 825 中 “多 边 形 ” 一 词 就 是 指 闭 多 边 域 ， 

同 确立 平面 图 形 的 概念 一 样 ; 我 们 确立 空间 图 形 的 内 点 、 
空间 区 域 和 空间 区 域 的 边界 的 概念 。 我 们 便 不 再 重复 这 些 定 
义 。 团 空间 区 域 叫 做 几何 体 。 由 几 个 多 边 形 转 成 的 封 闲 几 何 
体 叫 做 多 面体 。 围 成 多 面体 的 各 个 多 边 形 叫 做 多 面体 的 面 。 
如 果 多 面体 对 它 的 任意 一 面 而 言 ， 都 在 该 面 的 同一 侧面 ， 则 
这 种 多 面体 叫做 是 多 面体 。 我 们 在 本 节 中 ， 将 研究 最 简单 的 
叫 多 面体 ， 如 ; 棱柱 科 棱 众 ，。 

科 柱 ” 设 g 和 a 是 两 个 平行 的 平面 ， 而 丸 是 一 条 与 这 两 
个 平面 相交 的 直线 ， 了 是 在 平面 内 的 一 个 目 多 边 形 ， 其 
顶点 为 4,，4,，…，A,. 
过 多 边 形 P 卫 内 每 一 个 点 六 ， 
作 下 线 有 的 平行 线 ， 它 与 平 
面 a 的 交 点 用 XX 表示 (如 
图 150 ) 。 所 有 线 段 XX “组 
成 一 个 多 面体 ， 这 个 多 面体 
叫做 楼 柱 。 棱 柱 的 边界 由 多 


边 形 了 、 与 之 全 等 的 多 边 形 P'( 在 平面 #’' 上 ) 以 及 平行 四 边 
形 4;4;424:、443:4:44、… 4.4:444, 所 组 成 。 多 
边 形 卫 和 忆 * 电 做 多 面体 的 底面 ， 而 这 些 平 行 四 边 形 叫做 楼 
杜 的 侧面 .线段 4,4{1，4,4:，…，4.4， 叫 做 楼 柱 的 例 
楼 。 如 果 侧 楼 都 垂直 于 两 个 底面 ， 则 楼 柱 叫 做 直 楼 杜 。 侧 楼 
和 底面 糙 交 的 梭 柱 叫做 斜 棱 柱 ， 

校 柱 的 人 铺面 面积 的 和 叫做 楼 枉 的 便 束 面 〈 确切 叫做 楼 杜 
的 侧 表 画 积 ) ， 楼 柱 的 全 表面 积 外 棱柱 的 合 表面 积 和 两 个 底 
面积 组 成 ， 
定理 24.1 直 棱 枉 的 便 表 面积 等 于 它 的 高 ， 即 侧 楼 长 与 “ 
底面 的 周 长 的 生 积 。 

证 明 直 棱 柱 的 各 个 侧面 都 是 撼 形 。 各 个 矩形 的 底 怡 好 
是 楼 柱 底面 多 边 形 的 边 ， 而 各 个 矩形 的 高 等 于 侧 棱 长 。 因 
此 ， 直 楼 柱 的 侧 表 面积 等 于 

S=alta,lt-…+a,i=pl. 

公 式 中 儿 为 棱柱 不 面 的 周 长 ， 而 1 为 侧 棱 长 。 定 理 得 证 ， 

平行 六 面体 底面 是 平 
行 四 边 形 的 棱柱 称 为 平行 六 
面体 ( 如 图 191). 平行 六 面 
体 的 所 有 侧面 都 是 平行 四 边 
形 。 连 结 不 在 同一 侧面 内 两 
个 顶点 的 线段 叫做 平行 六 面 
体 的 对 角 钱 .平行 六 面体 有 
四 条 对 角 线 ，4,41、4;41、 
.4441 和 .447 号 21 

定理 24.2 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 相交 于 一 点 ， 并 且 
互相 平分 . 
。186 。 


证 明 首先 分 析 平 行 六 面体 中 二 条 对 角 线 ,例如 A, 4; 和 
A,4Ai (如 图 192 ) ， 因为 四 边 形 4,4,4,4, 和 4,4; 4A;4;, 是 
平行 四 边 形 ， 所 以 四 边 形 
4,4,4;A! 也 是 一 个 平行 四 
边 形 。 平 行 六 面体 的 对 角 线 
4,4s 和 44Ai 也 是 平行 四 
边 形 444, 4: 4s 的 对 角 线 ， 
因而 这 两 条 对 角 线 相交 于 一 
点 0O， 并 且 互 相 平 分 。 同 理 
可 证 ,对 角 弘 4,4 和 4 4/ 
与 对 角 线 4,4! 和 4，41 相 交 人 
于 一 点 ， 并 且 互 相 孕 分， 因此 可 得 出 结论 ， 四 条 对 角 线 相交 

平行 六 面体 的 没有 公共 预 点 的 侧面 叫做 相对 的 侧面 。 

定理 24.3 平行 六 面体 的 相对 的 侧面 互相 平行 ， 并且 
相等 。 

证 明 ”首先 分 析 平 行 六 面体 中 某 两 个 相对 侧面 。 例 如 
4,4,4i4t 和 4,4,414As( 如 图 191) 。 因 为 ， 平 行 六 面体 
中 各 个 侧面 都 是 平行 四 边 形 ， 所 以 ， 直 线 4:4; 平 行 于 直 
线 4;4, ,直线 4， :平行 于 直线 4,44。 根 据 定理 19. 1 和 19 A4, 
司 以 得 到 ,我 们 所 分 析 的 两 个 平面 , 即 4,4,414!{ 和 A,4A,A7 
;互相 平行 。 因 为 ， 平 行 六 面体 的 侧面 都 是 平行 四边 形 ， 
可 知 四 线段 4,4,、4141、4A,4, 和 和 Ai4i1 互 相 平 行 且 相 等 ， 
因此 ， 可 以 得 出 结论 ， 侧 面 4,4,4141 沿 着 4,4, 棱 平移 ， 
与 侧面 4,4,4; 4, 完 全 重合 ， 所 以 ， 这 两 个 相对 的 侧面 互相 
六 行 ， 并 且 全 等 。 同 理 可 证 ， 平 行 六 面体 的 任意 两 个 相对 的 
侧面 互相 平行 ， 并 且 全 等 。 定 理 得 证 。 
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如 果 直 平行 六 面体 的 两 个 底面 是 和 矩形， 那么 这 种 和 家 平行 
六 面体 叫做 长 方 体 。 长 方 体 的 所 有 侧面 和 底面 都 是 矩形 。 

长 方 体 中 不 平行 材 的 长 度 则 
做 长 方 体 的 线性 尺 寺 。 长 方 体 有 
三 个 线性 尺寸 , 即 : 长 、 宽 和 高 。 

定理 24.4 长方体 的 任意 一 
条 对 角 线 的 平方 ， 等 于 它 的 三 个 
线性 斥 寸 的 平方 和 。 

证 明 (参照 图 193) 应 用 勾 
股 定理 于 直角 三 角形 4CC, 可 图 193 
得 出 ， 


4C 一 4C 二 CC， 
应 用 勾 股 定理 于 直角 三 角形 4CB， 又 可 得 出 : 
4C2 一 482 十 了 BC 
由 此 可 得 . 
AC’’?~CC'’*+AB’:+ AC’, 
三 棱 4B、BC、5CC“ 互 不 平行 ， 因 而 它们 前 长 度 是 长 方 体 的 
三 个 线性 乒 寸 。 定 理 得 证 。 

楼 键 设 了 是 平面 内 的 一 个 凸 多 边 形 ， 而 8 是 不 在 
平面 xs 内 的 一 个 点 。 把 多 边 形 
了 内 的 所 有 点 卫 与 成 5 连结 
成 线段 X5, 所 有 线段 XS 组 成 
一 个 多 面体 。 这 个 多 面体 叫 
做 楼 锥 《如 图 194)。 如果 
了 是 一 个 nn 边 形 ， 那 么 校 锥 
称 为 n 楼 镑 .三 栈 锥 也 叫 四 
画 体 ， 多 边 形 了 称 为 棱锥 的 
*。188 。 


克 面 ， 而 点 S 称 为 楼 锥 的 顶点 。 由 棱锥 顶点 8 向 棱锥 底面 所 
在 的 平面 ec 引 作 的 牌 线 称 为 棱锥 的 高 ， 设 4;,4,，…，4。 是 
伟 锥 底面 多 边 形 了 的 顶点 ， 三 角形 41S4,， A,S4,，…， 
4,S4, 是 粮 锥 的 侧 苞 ,而 线段 4,5，4,S$，…，4,5 是 楼 锥 的 
公社 . 

让 理 24.S 如果 一 个 楼 锥 被 平行 于 底面 的 一 个 平面 所 
规 ， 那 么 所 截 得 的 楼 锥 与 已 知 楼 锥 相似 。 

证 明 设 $ 是 富 锥 的 顶点 ，c 是 棱锥 底面 所 在 的 平 面 ， 
而 c“ 是 截面 ( 如 图 195 ) 。 在 棱锥 的 底面 内 ， 任 取 二 个 点 
和 了 、 截面 a 与 线段 XS 和 
YS 相交 于 点 X /和 了 ’。 直线 
XY 了 与 X'Y' 互 相 平 行 ， 因 为 | 
这 两 条 直线 位 于 同一 平面 
SXY 内 ,并 且 两 直线 不 相交 ， 
根据 平面 几何 中 的 已 知 定 


A YS 
理 ， 可 得 比 5 与 比 子 打 相 


XS _ 和 : 
等 ， 吨 比 二 上 不 依赖 195 


所 取 的 点 卫 。 由 此 可 知 ， 平 面 z 所 截 得 的 顶点 为 5 的 棱锥 。 
同 已 知 的 棱锥 是 两 个 位 似 形 ， 其 位 似 系数 为 上 。 定 理 得 证 。 

底面 是 一 个 正 多 边 形 ， 并 且 高 经 过 底面 中 心 的 棱锥 称 为 
正 棱锥 .很 明显 ， 正 棱锥 的 侧 楼 都 相等 ， 因 而 正 楼 锥 的 侧面 


”是 全 等 的 等 屡 三 角形 。 这 些 全 等 三 角形 底 边 上 的 高 ， 称 为 正 


棱锥 的 斜 高 ， 正 棱锥 侧面 的 面积 之 和 ， 称 为 正 楼 锥 的 例 束 面 
积 ， 
定理 24.6 正 核 锥 的 侧 表 面积 ， 等 于 它 的 底面 的 周 长 
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和 竺 高 的 乘积 的 一 半 。 
证 明 ”如 果 正 棱锥 的 底面 是 一 个 站 边 形 ,其 边 长 为 , 那 


么 这 个 正 棱锥 的 侧 表面 积 为 ， 人 == 名 1 一 地 1 


式 中 /为 正 校 锥 的 斜 高， 而 了 为 正 楼 锥 底面 的 周 长 。 

根据 定理 24.5， 平 行 于 楼 锥 底面 w 并 与 楼 锥 相交 的 平面 
2“ 所 截 得 的 棱锥 与 被 截 的 棱锥 是 相似 的 棱锥 。 校 锥 被 截 去 一 
个 相似 的 楼 锥 后 的 几何体 ， 仍 然 是 一 个 多 面体 ， 这 种 多 面 
体 称 为 楼 台 ( 如 图 196 ) 、 两 个 平行 面 称 为 棱 台 的 底面 ， 其 
余 的 各 面 叫 侧 面 ， 根 据 定 理 24.5， 可 
知 杰 台 的 两 个 底面 是 相似 的 多 边 形 
( 又 是 同位 相似 多 边 形 ) 。 棱 台 的 侧 
年 是 檬 形 。 由 正 机 锥 所 截 得 的 校 台 称 
为 正 楼 台 。 正 楼台 的 两 底面 是 相似 的 
下 多边形 。 正 梭 台 的 侧面 是 全 等 的 等 
腰 梯 形 。 正 裕 台 侧面 梯形 的 高 ， 就 是 
正 楼 台 的 斜 高. / 

定理 24.7 正 楼 台 的 侧 表 面积 ， 等 于 它 的 两 个 底面 周 长 
的 和 与 斜 高 蒋 积 的 一 半 。 

这 个 定理 的 证 明 读 者 可 咎 行 完 成 《 可 引用 定理 24.6 ) 。 

正 多 面体 如 果 一 个 凸 多 面体 的 各 面 都 是 全 等 的 正 多 边 
形 ， 并 且 各 顶点 引出 丰 同 数目 的 棱 ， 那 么 这 种 多 面体 称 为 正 
多 面体 . 
正 多 面体 的 面 ， 可 能 是 正三 角形 、 正 方形 和 正 五 边 形 三 
种 ， 只 能 有 这 三 种 。 现 在 我 们 来 研究 正六 边 形 可 否 组 成 正 多 
便 体 。 我 们 知道 ， 任 何 一 个 凸 多 面 角 至 少 有 三 个 面 角 ， 任 何 
一 个 凸 多 面 角 的 面 角 之 和 必 应 小 于 360"*， 每 个 面 角 必 应 小 于 
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120”。 正 六 边 形 的 每 个 内 角 等 于 120*， 三 个 120* 的 和 等 于 
360”， 因 此 正六 边 形 不 可 能 组 成 一 个 三 面 角 ， 即 不 可 能 组 成 
下 多 面体 ， 

如 果 正 多 面体 的 面 是 正三 角形 ， 那 么 正 多 面体 各 项 后 所 
引出 楼 的 数目 应 不 大 于 五 。 如 果 柑 数 超过 五 ， 那 么 正 多 面体 
各 顶点 的 面 角 之 和 就 不 小 于 360"， 这 不 符合 多 面 角 关 于 面 角 
的 竹 质 。 因 此 ， 对 于 各 面 均 为 正三 角形 的 正 多 面体 来 说 ， 各 
顶点 所 引出 楼 的 数目 只 能 是 三 ,四 、 瑟 。 而 相应 的 正 多 面体 也 
只 能 是 正四 面体 、 正 八 面体 、 正 二 十 面体 (如 图 197)。 正 
中 面体 每 个 顶点 可 引出 三 条 楼 ， 正 八 面体 每 个 顶点 可 引出 四 
条 校 ， 而 正二 十 面体 每 个 顶点 则 可 引出 五 条 棱 。 
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正八 面体 


正二 十 面体 
图 197 


如 果 正 多 面体 的 面 是 正方 形 ， 那 么 这 个 正 多 面体 每 个 项 
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所 只 能 引出 三 条 棱 ， 不 能 引出 四 条 楼 。 相 应 的 正 多 面体 叫 正 
六 面体 ， 或 称 为 正方 体 ( 请 看 图 197 ) 。 

如 果 正 多 面体 的 面 是 正 五 边 形 ， 那 么 每 个 顶点 只 能 引出 
三 条 棕 ， 相 应 的 多 面体 是 正 十 二 面体 ( 如 图 197 ) 。 

每 个 正 多 面体 的 所 有 二 面 角 相 等 。 正 四 面体 、 正 六 面体 
和 正 十 二 面体 ， 过 每 个 顶点 引出 三 条 校 ， 此 时 ， 证 明 它 们 的 
二 面 角 各 自 相 等 ， 比 较 简 单 。 事 实 上 ， 三 面 角 的 二 面 角 可 以 
单 值 地 由 三 面 角 的 面 角 决 定 。 正 八 面体 和 正二 十 面体 ， 过 每 
个 顶点 引出 四 条 校 和 五 条 楼 ， 此 时 ， 要 证 明 它 们 的 三 面 角 各 
站 祖 等 ， 是 相当 繁琐 的 ， 这 里 省 略 其 证 明 。 
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1. 证 明 ， 正 六 面体 各 正方 形 面 上 的 中 心 是 正八 面体 的 各 顶 
点 ; 而 正 十 二 面体 各 正 五 边 形 面 上 的 中 心 是 正二 十 面体 
的 各 顶点 。 

2. 已 知 一 个 正六 面体 ， 在 双双 平行 的 正方 形 面 上 ， 取 异 面 
对 角 线 ， 试 证 明 : 每 六 条 对 角 线 组 成 一 个 正四 面体 . 

3, 求 正 十 二 面体 的 二 面 角 ， 


4. 证 明 ; 楼 锥 的 侧 表 面积 等 于 >-， 式 中 8 为 楼 锥 的 底面 
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积 ， 有 而 a 是 楼 锥 侧面 与 底面 所 夹 成 的 二 面 角 ， 

5, 设 4BCD 和 A,B,C,D, 是 两 个 正四 面体 ， 如 果 它 们 的 棱 
对 应 相等 ， 即 4B8 二 418,，AC=A4.,C | 等 寺 ， 求 证 两 正 
四 面体 全 等 

6. 证 明 ; I ee A 
面 都 全 等 。 
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$25. 投 影 图 


点 在 投影 图 上 的 显示 “用 平 行 直线 投影 图 形 的 方法 ， 把 
空间 图 形 绘 制 到 平面 上 上。 通常 向 一 个 平面 作 投 影 ， 不 能 完全 
确定 空间 图 形 的 形状 。 因 而 需 取 向 两 小 、 甚 至 加 三 修平 面 投 
影 。 现 在 我 们 来 研究 ， 如 何 借助 于 加 二 个 平面 正 投 影 来 绘 侧 
图 形 。 

设 ” 互 和 入 是 两 个 垂直 相交 于 直线 芭 的 平面 (如 图 198) 。 
为 了 方便 起 见 ， 把 平面 鼠 称 
为 水 平面 ， 而 平面 7 称 为 正 
面 。 图 形 正 交 地 投影 到 平面 
五 和 平面 六 上 。 图 形 在 水 平 
面 上 的 投影 则 水 平 投影 ， 而 
图 形 在 正面 上 的 投影 叫 正 面 
投影 。 平 面 囊 和 了 叫做 投影 ee 
面 ， 侧 它们 的 交 线 导电 艇 投影 轴 。 吏 形 向 平面 互 和 灭 投影 之 
后 ， 然 后 水 平面 十 绕 轴 卫 旋转 90° 角 使 与 正 面 亚 吻合 ， 这 样 
两 投影 图 使 可 绘制 在 同一 平面 内 。 用 这 种 方法 所 得 到 的 正面 
投影 各 水平 投 影 在 同一 平面 内 的 图 称 为 二 视图 。 现 在 我 们 研 
究 任 意 一 点 在 二 视图 上 的 位 置 。 点 的 投影 性 质 如 下 ; 

例题 25 .1 一 点 在 二 视图 上 的 水 平 投影 和 正面 投影 是 投 
影 轴 的 一 条 垂 线 上 的 二 个 点 ， 

证 明 ”过 已 知 点 4 作 平 面 a 垂 直 于 投影 轴 匀 ， 平 面 a 交 平 
面 及 及 VV 于 直线 a 及 a,( 如 图 199 ) ， 点 4 的 水 平 投影 所 4 
位 于 直线 4a, 上。 同 理 , 点 4 的 正面 投影 总 4, 位 于 直线 4, 上 ，。 
直线 c; 和 al; 均 恒 直 于 投影 轴 励 。 旋 转 与 任何 一 种 运动 一 梓 ， 
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仍 保 持原 和 角度。 随 着 水 
平面 五 旋 转 90° 与 正面 
V 吻合 ， 直 线 41 也 旋 索 
了 90" 并 与 c; 成 一 条 直 
线 。 由 此 可 知 ， 点 4 在 
二 视图 上 的 投影 4, 和 
4, 是 在 这 条 直线 上 的 
两 个 点 

有 关 直 线 的 例题 199 

例题 25 .2 已 知 一 条 直线 a 在 二 视图 上 的 投影 ， 又 知 站 
线 a 上 点 A 在 水 平面 上 的 投影 点 ， 求 点 A 的 正面 投影 。 

解 已 知 a 和 az 为 直线 ca 的 水 平 投影 和 正面 投 影 ， 又 知 
4 是 点 4 的 水 平 投影 点 ( 如 图 200 ) 。 点 4 的 正面 投影 位 于 
过 点 4; 且 垂直 于 投影 轴 的 直线 上 , 又 位 于 直线 4 的 正面 投影 
直线 ec; 上 ， 因 此 ， 过 点 4 ,垂直 于 投影 轴 的 直线 与 直 线 4, 的 
交 扣 就 是 太 44 的 正面 投影 点 4,， 

例题 25 .3 ”已 知 一 条 直线 s 和 直线 a 外 的 一 点 A 在 一 视 
图 上 的 投影， 求 作 过 点 A 且 平 行 于 直线 a 的 直线 的 投影 、 


4 


解 ” 因 为 平行 直线 有 平行 的 投影 ， 所 以 过 点 4 的 投影 点 
4, 和 4,， 作 直线 4 的 投影 直线 4a, 各 41 的 平行 线 ， 便 可 得 到 
所 求 羡 线 的 投影 ( 如 图 201 ) 。 

线段 长 度 的 确定 z 

例题 25.4 已 知 线段 AB 在 二 视图 上 的 投影 ， 求 线 段 A 
8 的 长 度 ， | 

解 ” 如 果 线 段 4B 与 一 个 投影 面 平行 ， 如 与 正面 平 行 ， 
那么 线段 48 的 长 度 就 等 于 线段 4B 在 正面 投影 的 长 度 。 根 据 
线段 4B 在 水 平 投影 面 上 的 投影 平行 于 投影 轴 ， 我 们 可 以 断 
定 ， 线 段 48 与 正 投影 面 平行 ， 

假如 线段 48 不 平行 于 任何 一 个 投影 面 ， 我 们 以 过 端点 
4 且 垂 直 于 水 平面 的 直线 为 旋转 轴 , 将 线段 4B 绕 这 轴 旋 转 ， 
则 4 点 为 不 动 点 ， 而 端点 召 的 两 个 投影 都 在 变 和 天 ， 了 点 的 水 
平 投影 是 沿 着 以 点 4, 为 圆心 的 圆周 转动 ， 而 了 点 的 正面 投 
影 是 沿 着 平行 于 投影 轴 且 过 点 3, 的 直线 b, 的 移动 (如 图 
202 ) ，。 ， 

当 线 段 48 旋 转 到 平行 : 
于 正面 时 ,点 B 的 投影 B， 
落 在 平行 于 投影 轴 且 过 点 
4, 的 直线 上 。 在 这 个 位 置 
上 的 点 B, 用 3, 来 表示 ， 线 
段 4,8, 就 是 线段 48B 转 到 平 
行 于 正面 时 的 水 平 投 影 。 不 
难 求 出 AB 转 到 平行 于 正面 
时 的 正面 投影 4,8B,, 过 点 Bi 图 202 
引 的 垂直 于 投影 轴 的 直线 与 直线 b 的 交点 ， 就 是 旋转 后 线段 
4B 的 端点 8 在 正 投影 面 上 的 投影 。 正 面 上 的 投影 线段 4,8， 
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反映 出 线段 4B 的 实 长 ， 即 线段 4,8, 的 长 度 等 于 线 段 4B 的 
长 度 。 

有 关 直 线 和 平面 的 例题 设 互 和 为 投影 面 ， 而 c 是 任 
意 一 个 平面 ， 平 面 a 分 别 与 平面 五 和 六 相交 于 直线 和 v (如 
图 203 ) 。 直 线 有 和 vw 叫做 平面 a 在 投影 面 上 的 迹 线 。 即 ， 此 
叫做 水 平 迹 线 ， 而 > 叫做 正 
面 迹 线 。 

如 果 平 面 不 平行 于 投影 
轴 ， 那 么 平面 的 两 条 迹 线 交 
于 投影 轴 ; 如 果 平 面 平行 于 
投影 轴 ， 那 么 平面 的 两 条 迹 
线 均 平行 于 投影 轴 ， 如 果 平 
面 平行 于 其 中 一 个 投影 面 ， 
那么 这 平面 只 有 一 个 迹 线 ， 
平面 平行 于 水 平 投影 面 ， 只 在 正 投影 面 上 有 迹 线 ， 平面 平行 
于 正 投影 面 ， 只 在 水 平 投影 面 上 有 迹 线 。 在 二 视图 上 ， 平 面 
以 它 的 水 平 迹 线 和 正面 迹 线 表示 。 

例题 25 .5 已 知 两 个 平面 在 二 视图 上 的 迹 线 ， 求 作 两 个 平 
面 的 交 线 ， 即 求 作 交 线 的 投影 。 

解 ” 设 a 和 6 是 两 个 已 知 平 面 ,a, 和 a, 是 平面 & 的 迹 线 , 而 
b, 和 5b, 是 平面 6 的 迹 线 ( 如 图 204 ) 。 平 面 c 和 6 的 交 线 c 交 正 
投影 面 于 某 点 了 P， 点 了 的 正面 投影 点 P,， 就 是 平面 ec 和 8 在 
正 投影 面 上 的 迹 线 a ,及 5, 的 交点 ， 而 点 卫 的 水平 投影 点 P， 
位 于 投影 轴 上 . 

同 理 可 证 ， 直 线 c 与 水 平 投影 面相 交 于 某 点 @ 。 点 8 的 
水 平 投影 点 Q,， 就 是 平 面 z 和 8 在 水 平 投影 面 上 迹 线 ci 和 bb 
的 交点 ， 而 点 @ 的 正面 投影 点 Q ,位 于 投影 四 上。 连接 点 Q， 
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和 PP，(《 正面 投 影 )、 扩 Pi 
RHQ (水 平 投 影 )， 我 们 
即 可 得 到 所 求 作 的 直线 < 的 
设 影 ，。 

例题 23.6 已 知 一 条 直 
线 在 二 视图 上 的 没 影 ， 求 作 
过 这 条 直线 并 垂直 于 一 投影 
面 ( 如 水 平面 H ) 的 平面 的 


还 线 ， 204 
解 ” 因 为 这 个 平面 垂直 于 水 平 投影 面 五 ， 所 以 它 的 水 平 
a, 迹 线 与 已 知 直线 的 水 平 投影 重合 ， 
一 而 它 的 正面 迹 线 垂直 于 投影 轴 。 过 
已 知 直线 的 水 平 投影 与 投影 轴 的 交 
ne 点 ， 引 作 投 影 轴 的 垂 线 ， 这 条 垂 线 
较 就 是 这 个 平面 的 正面 迹 线 (如 图 

图 205 205 ) 。 


例题 23.7 已 知 一 条 直线 的 投 
影 及 一 个 平面 的 迹 线 ， 求 这 条 直线 与 这 个 平面 的 交点 ， 即 求 
交点 的 投影 ， 

解 ”过 已 知 直 线 作 一 个 平面 垂直 于 水 平面 互 ( 例 题 
25.6 ) ， 求 出 这 个 平面 和 已 知 平面 的 交 线 h ( 例题 25,5 ) 。 
同样 ， 过 已 知 直线 作 一 个 平面 垂直 于 正面 六 ， 求 出 这 个 平面 
”和 已 知 平面 的 交 线 vy 。 直 线 中 和 ? 的 投影 交 扣 就 是 所 求 的 后 
的 投影 

加 题 25 .8 ”已 知 两 条 相交 直线 的 投影 及 某 一 点 眠 水 平 投 
影 ， 如 果 这 个 点 位 于 这 两 条 直线 所 在 的 平面 内 ， 求 这 个 点 的 
正面 投影 、 
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解 ”过 已 知 点 的 水 平 投 
影 C:， 作 一 条 与 水 平 投影 
直线 Ca, 和 8 ,相交 的 任意 直线 pd 
( 如 图 206)。 这 条 直线 与 直 a 1 Ne 
线 al 和 6 1 相交 于 点 4, 和 B,， | 人 | 
过 点 4, 和 B,， 分 别 作 投影 > 
轴 的 垂 线 ， 这 六 条 垂 线 与 已 4, 4 


知 直 线 的 正面 投影 4, 和 5 ,的 后 ”206 

交 扩 分 别 以 4, 和 8B, 表 不， 

线段 4 DB 和 4 是 端点 位 于 已 知 两 条 直线 上 的 线段 的 水 平 - 
投影 和 正面 投影 。 由 此 可 知 ， 过 点 C: 引 作 的 张 直 于 投影 轴 
的 直线 与 线段 4,B, 的 交 扩 C :或 是 我 们 所 求 扣 的 正面 投 形 。 


可 名 


1， 已 知 两 条 直线 在 二 视图 上 的 投影 ， 如 何 羯 断 这 两 条 直线 
相交 或 不 相交 ? 

2, 已 知 一 平面 在 二 视图 上 的 迹 线 及 一 点 在 二 视图 上 的 投 
影 ， 寻 何 淹 断 这 个 乓 位 于 这 个 平面 内 或 不 在 这 个 平面 
内 ? 

3， 已 知 两 条 相交 直线 在 二 视图 上 的 投影 ， 求 作 这 两 条 直线 
所 在 平面 的 迹 线 。 

4. 已 知 三 角形 在 二 视图 上 的 投影 ， 求 作 三 角形 ， 

5. 已 知 一 个 四 边 形 的 正面 投影 及 这 个 四 边 形 中 三 个 顶点 的 
水 平 投影 ， 求 作 第 四 个 顶点 的 水 平 投影 。 
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§ 26. 简单 体 的 体积 


体积 的 概念 ”人 们 在 生活 和 生产 的 实践 活动 中 ， 经 常 遇 
到 计算 物体 的 体积 问题 ， 这 类 问题 在 古代 就 已 出 现 。 

现在 以 下 面 两 个 容器 为 例 ， 一 个 是 正方 体形 ， 而 另 一 个 
是 任意 形状 ( 如 图 207 ) 。 这 两 个 容器 均 盛 满 溶液 。 已 知 第 
一 个 容 器 ( 即 正方 体 ) 容 mi ,溶液 


而 第 二 个 容器 容 nk ,溶液 ,很 自然 认为 
第 二 个 容器 比 第 一 个 容器 大 一 倍 。 如 本 加 
果 以 第 一 个 容器 为 度量 单位 ， 那 么 我 
们 可 以 认为 ， 上 述 第 二 个 容器 比 第 一 
个 容器 所 大 的 倍数 就 是 第 二 个 容器 的 2 
体积 。 如 此 确立 的 体积 概念 具有 如 下 三 条 性 质 ， 第 一 ， 把 各 
个 容器 注 满 ， 必 需 一 定量 的 溶液 ， 因 而 ， 每 个 容器 都 有 固定 
前 体积 ( 正 数 值 ) ， 第 二 ， 因 为 注 满 全 等 的 容器 需要 等 量 的 
溶液 ， 所 以 全 等 的 容器 县 有 相等 的 体积 ;第 三 ， 如 果 一 个 容 
器 分 为 两 部 分 ， 那 么 注 满 整 个 容器 所 需 的 溶液 量 等 于 两 个 部 
分 容器 所 需 溶液 量 之 和 。 因 而 ， 整 个 容器 的 体积 等 于 各 个 组 
成 部 分 的 体积 之 和 。 | 
按 上 述 办 法 确定 容器 的 体积 ， 必 须 往 容器 内 注入 溶液 。 
但 是 ， 在 生活 中 ， 我 们 恰恰 需要 和 解决 相反 的 问题 。 即 不 往 容 
器 内 注入 溶液 ， 而 需要 知道 注 满 容器 所 需 的 溶液 量 。 如 果 我 
们 知道 某 容器 的 体积 ， 那 么 容器 的 体积 乘 以 单位 体积 所 需 的 
溶液 量 ， 我 们 便 可 求 出 注 满 容器 所 需 的 溶液 量 。 如 何 才能 
道 容器 的 体积 呢 ? 现在 我 们 证 明 ， 上 面 所 指出 的 体积 三 条 性 
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质 就 足以 确定 体积 ， 并 求 出 简单 体 的 体积 公式 。 

所 谓 售 单 体 指 的 是 这 种 多 面体 能 分 荐 成 有 限 几 个 正四 面 
休 ( 即 三 伟 锥 ) 。 特 别 是 ， 象 棱柱 和 校 锥 ， 这 样 的 凸 多 面 
体 ， 都 是 简单 体 。 | 

长 方 体 的 体积 ”首先 ,我 们 来 确定 长 方 体 的 体积 。 图 208. 
中 的 正方 体 是 度量 体积 的 单位 ， 而 另 一 个 是 需要 度量 体积 的 
长 方 体 。 

从 正方 体 的 一 个 顶点 出 
发 ， 把 正方 体 的 每 一 条 楼 分 
成 六 个 相等 的 线段 ， 然 后 
过 这 些 点 作 直 线 垂 直 于 楼 并 
分 割 各 有 平面。 这样 ， 正 方 体 
就 被 分 割 成 N :个 小 正方 体 。 
图 中 ， 正 方 体 的 每 一 条 棱 被 
分 成 五 等 分 ， 小 正方 体 的 数目 等 于 25X5=53 。 

现在 我 们 来 确定 小 正方 体 的 体积 。 根 据 体 积 的 性 质 ， 可 
知 大 正方 体 的 体积 等 于 各 个 小 正方 体 体积 之 和 。 因 为 ， 大 正 
方 体 的 体积 等 于 1 ， 并 旦 小 正方 体 的 数目 是 N;。 所 以 小 正 


方 体 的 体积 等 于 六 5, 以 & 来 表示 小 正方 体 的 边 长 , 则 & 一 六 ， 


从 而 小 正方 体 的 体积 为 地 g?, 


现在 我 们 在 长 方 体 的 各 楼 上 ，、 从 一 个 顶点 起 截取 线段 等 
于 g，28g，38，…， 并 过 各 线段 的 端点 作 平面 垂直 于 长 方 
体 的 各 楼 ， 这 样 ， 我 们 便 得 到 一 些 边 长 为 g 的 小 正方 体 遍布 
于 长 方 体 。 我们 来 求 在 长 方 体内 所 包含 的 小 正方 体 的 数 自 和 
包含 长 方 体 的 小 正方 体 的 数目 。 
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设 GC、2、 为 长 方 体 的 三 楼 。 用 ! 表 示 & 除 以 g 的 整数 
商 ， 儿 表示 " 口 除 以 & 的 整数 商 ，# 表示 上 除 以 8 的 整数 商 ， 
于 是 在 长 方 体 内 所 包含 的 小 正方 体 的 数 上 月 为 im rn ,而 包含 长 
方 体 的 小 正方 体 的 数目 不 大 于 (1 十 1(m 十 1)(n 十 1)。 由 此 
可 见长 方 体 的 体积 介 于 Imng? 及 (1+1)(m+1)(n +1)g: 
之 间 ， 即 

Imng <V<(I+1i)(m+1i)(n+i)e’ 
现在 让 我 们 证 明 乘 积 abc 介 于 这 两 数 之 间 ， 事 实 上 ， 
ig<a<(l+1)g, 
mpg<b<(m+1i)g, 
ng<c<(n+1i)g, 
击 此 可 得 ， 
Imng’<abc<(l+1)(m+1)(n +1)g’, 

因为 ， 六 和 abe 的 值 均 介 于 Imng; 及 (I 二 1)(m 十 1) 
(十 1)g8 之 间 ， 所 以 ， 玉 及 abc 之 差 不 大 于 ([ 二 1)(tm 十 1) 
《7 十 Dg 一 1m ng'， 妓 不 大 于 

Img” +mng’ + lngi+lg:+mge’ 十 183 十 53， 
因为 ，ig 志 a， mg 三 6，。fg 所 cc， 故 由 此 可 见 六 及 abc 之 差 
不 大 于 
abg tbceg+acgtag’+bg’+cg’+eg’, 


如 果 8 一 六 充分 小 ， 那么 这 数 能 任意 小。 因此， 数 玉 及 abe 


之 差 能 任意 小 ， 而 这 只 有 当下 = apc 时 才能 实现 
所 以 线性 尺寸 为 a ,bc 的 长 方 体 的 体积 V =abc。 这 里 a， 
5b、c 因 所 取 单 位 体积 立方 体 的 楼 长 而 有 变化 ， 
笠 平 行 六 面体 的 体积 ”现在 我 们 来 求 斜 平 行 六 面体 的 体 
积 ( 如 图 209 一 左 )。 过 楼 BC 作 垂直 于 底面 48CD 的 平面 ， 并 
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增 附 三 楼 柱 88,B,CC1C ;于 原 给 平行 六 面体 ， 得 一 个 新 多 
面体 然后， 过 楼 4D 作 垂直 于 底面 4BCD 的 平面 并 从 所 
得 多 面体 截 去 三 棱柱 44,4,DD,D,。 我们 重新 得 到 一 个 乎 
行 六 面体 ， 这 个 平行 六 面体 的 体积 等 于 原平 行 六 面体 的 体 
积 。 事实 上 增 附 的 三 楼 柱 可 由 截 去 的 三 楼 柱 平 移 4B 距 离 而 
得 ， 所 以 这 两 个 三 楼 柱 有 相等 的 体积 。 经 过 上 述 平行 六 面体 
的 变换 ,其 底面 积 和 高 保持 不 变 , 两 个 侧面 面积 也 保持 不 变 ， 
而 另 两 个 人 负面 变 成 垂直 于 底面 。 再 应 用 一 次 这 种 变换 就 得 到 

一 个 所 有 便 面 都 垂直 于 底面 的 平行 六 面体 ， 即 正平 行 六 王 
体 。 再 运用 类 似 的 变换 于 所 得 正平 行 六 面体 ， 即 先 增 附 三 模 
柱 兮 ， 然 后 截 去 三 棱柱 四 ( 如 图 209 一 右 ) ， 我 们 得 到 一 个 
长 方 体 。 这 种 变换 也 保持 六 面体 的 体积 ， 底 面积 各 高 均 不 
变 


长 方 体 的 体积 等 于 它 的 三 个 线性 尺寸 的 乘积 。 两 个 线性 
尺寸 之 积 是 底面 积 ， 第 三 线性 尺寸 是 高 。 因 此 ， 长 方 体 的 体 : 
积 等 于 底面 积 与 高 的 乘积 。 因 为 ， 在 上 述 把 所 给 平行 六 男 体 
变换 成 长 方 体 的 每 一 个 步 邓 中， 体积、 底面 积 和 高 均 保 皖 不 : 
变 ， 所 以 原平 行 六 面体 的 体积 等 于 底面 积 与 饼 的 乘积 ， 
总 之 ， 任 意 平 行 六 面体 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 桶 积 ， 
棱柱 的 体积 ” 求 棱 柱 的 体积 。 首 先 我 们 研究 三 梭 柱 ( 如 
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图 210 ) 。 如 图 所 示 ， 把 原 三 楼 柱 增 附 成 一 个 平行 六 面体 ， 
战马 是 平行 六 面体 的 对 称 中 心 。 因 
此 ， 所 增 附 的 三 棱柱 与 原 三 棱柱 关 
于 O 点 对 称 ， 这 两 个 三 棱柱 的 体积 
相等 。 轩 此 可 知 ， 所 作 的 平行 六 面 
体 的 体积 等 于 原 三 棱柱 体积 的 二 
倍 。 

平行 六 面体 的 体积 等 于 它 的 底 
面积 与 禹 的 科 积 ， 而 三 峻 柱 的 底面 
积 等 于 平行 六 面体 底面 积 的 地， 而 它们 的 高 相等 由 此 可 
见 ， 原 三 棱柱 的 体积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 乘积 。 

现在 我 们 来 研究 任意 棱柱 的 体 积 ( 如 图 211 ) 。 首 先 ， 
将 这 个 楼 柱 的 底面 分 割 成 数 个 三 角形 。 设 入 是 其 中 一 个 三 角 
形 ， 过 三 角形 人 入内 任 一 点 了 X 
作 一 条 直线 平行 于 侧 楼 。 设 
zx 为 这 直线 在 柜 柱 内 的 线 
段 ， 当 点 X 描 出 三 角形 人 
时 ， 所 有 线段 a 就 组 成 一 个 
三 棱柱 、 当 每 一 个 三 角形 和信 
都 作成 这 种 三 棱柱 后 ， 我 们 

| 211 就 把 已 知 楼 柱 分 割 成 数 个 三 

楼 柱 。 所 有 这 些 三 棱柱 的 高 都 相等 ， 即 等 于 已 知 楼 柱 的 高 。 

已 知 楼 柱 的 体积 等 于 各 三 楼 柱 体积 之 和 。 根 据 已 证 明 的 
定 强 ， 三 棱柱 的 体积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 乘积 。 由 此 可 
得 ， 


图 210 


Ves HDsH 
= om lls 
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公式 中 六 是 楼 柱 的 体积 ，S1，5S,，*…，5，, 是 分 割 棱柱 底面 

所 得 诸 三 角形 人 的 面积 ， 而 互 是 楼 柱 的 高 ， 也 是 三 楼 姓 的 

高 。 所 有 三 角形 人 的 面积 之 和 等 于 已 知 棱柱 底面 积 $ 。 因 此 
V=5SH. 

即 ， 任 意 一 个 棱柱 的 体积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 乘积 。 

楼 锥 的 体积 ”为 了 求 一 个 三 楼 锥 的 体积 ， 很 自然 、 我 们 
将 试图 向 这 三 楼 锥 增 附 数 个 全 等 三 楼 锥 ， 使 之 成 为 一 个 平行 
六 面体 ， 从 而 由 平行 六 面体 的 体积 ， 求 得 三 棱锥 的 体积 。 很 
遗憾 ， 在 一 般 情 况 下 这 是 办 不 到 的 。 因 此 ， 我 们 必须 用 其 它 
办 法 。 

把 三 棱锥 的 高 分 成 ?等 
分 ， 并 且 过 各 分 点 分 别 作 平 
面 平行 于 三 楼 锥 的 底面 ( 如 
图 212 ) 。 如 此 ， 三 楼 锥 就 
被 分 成 2 层 ， 每 层 内 有 两 个 
柱 位 于 已 知 三 棱锥 体内 ， 另 
一 个 三 杰 柱 位 于 已 知 三 楼 锥 
体外 ( 如 图 212 所 示 ) 。 

已 知 的 三 楼 锥 加 锥 体外 所 有 三 楼 柱 组 成 的 多 面 体 , 以 卫 ， 
表示 ， 很 明显 P ,的 体积 大 于 已 亿 二 棱锥 的 体积。 已 知 三 楼 
锥 减 锥 体内 所 有 三 楼 往 组 成 的 多 面 体 ， 以 了, 表示 ， 因 而 了 P， 
的 体积 小 于 已 知 三 楼 锥 的 体积 ， 设 入 为 已 知 三 楼 锥 的 体积 ， 
而 了 :和 了 :分别 为 多 面体 P; 和 P,;: 的 体积 ， 因 而 了 :<TF< 
7 : . 

现在 我 们 求 多 面体 P, 和 PP, 的 体积 VY, 入,。 三 棱锥 内 各 
截面 均 平行 于 底面 ， 并 与 三 楼 锥 底面 相似 。 因 此 ,多 面 体 P， 
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的 n 层 的 电 面 积 为 S( 也 ) 其 中 5 为 已 知 三 校 锥 的 底面 积 ， 
而 开 为 相似 系数 。n 层 的 三 梭 体 体积 为 S (加) 鼠 而 多 面体 
,的 体积 等 于 名 甩 体积 之 和 ， 即 
VsH (CL) +(2) + 二 CD) |} 
一 > 和 61 二 22 十 3? 十 十 73)。 
同 理 可 以 求 出 多 面体 ,的 体积 Vs， 
y=sSE {+2 ++ (lt) |} 


= {+27+3:+ + (Cn — 1)’), 


我 们 知道 
2 
而 
as Ai 人 
1 二 2 十 3 十 … 十 (2 一 1 3 7 +6* 


”因而 
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由 此 可 得 ， 
5 有 (条 - 南 + 吕 zj<F<SE( 于 + 起 + 吕 小 
因而 


1 1 
-<r 和 sa! 直 ) 
a Dr < 了 F<SH 2n 6n’ 


由 这 个 不 等 式 ， 可 知 矿 与 "了 的 差 小 于 > 人 ， 由 于 4 是 一 个 任 
oe ae A my 


无 号 小 的 数 。 但 总 可 以 有 这 样 一 个 时 刻 ， 开 下 = 二 ,这样 ， 


便 得 出 如 下 结论 ,任意 三 禄 锥 的 体积 ， 和 
V =33H. 

现在 我 们 研究 任意 楼 镀 ( 非 三 楼 锻 ) 的 体积 。 把 这 个 
楼 锥 的 底面 分 割 成 若干 个 三 角形 , A,，A:，As，…， 
和 人,。 这 些 三 角形 为 棱锥 底 ， 已 知 楼 锥 的 顶点 为 诸 三 楼 锥 的 
顶点 ， 已 知 棱锥 是 由 诸 三 棱锥 组 成 。 因 而 ， 已 知 楼 锥 的 体积 
等 于 这 些 三 棱锥 体积 之 和 。 因 为 ， 所 有 三 棱锥 的 高 均等 于 已 
河 惧 锥 高 五 ， 所 以 ， 已 知 棱锥 的 体积 为 

y =H(S1+S,+"…+5,)= 寺 HS， 


因而 ， 任 意 一 个 楼 锥 的 体积 等 于 它 的 底面 积 与 高 的 区 积 
的 三 分 之 一 。 / 

相似 体 的 体积 ” 设 T 和 TT’ 是 两 个 相似 体 。 这 就 是 说 ， 
存在 一 个 相似 变换 ， 变 换 时 体 工 变 成 体 T ,以 表示 相似 
系数 。 我 们 把 体 工 分 割 成 若干 个 三 棱锥 ，P,，P，，…， 
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P,。 体 工 的 体积 等 于 这 些 三 棱锥 的 体积 之 和 。 体 工 变 成 
体 工 “相似 变换 使 三 棱锥 了 ,，P,，…， 卫 , 变 成 三 棱锥 P，， 
P,,，，…、P,。 这些 三 楼 锥 组 成 体 T ， 因 而 体 工 的 体积 等 EE 
三 楼 锥 P，P 了 i，…， 了 ,的 体积 之 和 ， 

因为 三 楼 锥 Pi 与 P; 是 相似 的 楼 锥 ， 且 相似 系数 为 k， 用 
以 它们 的 高 之 比 也 等 于 不 ， 而 它们 的 底面 积 之 比 等 于 上 。 因 
而 这 两 个 三 楼 锥 的 体积 之 比 等 于 太 。 因 为 ， 体 T 了 由 柑 欠 PP， 
组 成 ， 而 体 T 由 楼 欠 Pi 组 成 ， 所 以 ， 体 工 和 与 的 体积 之 比 
i 

相似 系数 天 等 于 相似 变换 时 任意 两 对 应 点 对 的 距离 之 
比 。 因 而 ， 这 数 上 等 于 体 T' 及 工 的 任意 两 对 应 线 人 竹 尺寸 之 
比 。 从 和 而， 可 得 如 下 的 结论 ， 

两 个 相似 体 的 体积 之 比 等 于 它们 的 对 应 线性 尺寸 的 立方 
之 比 ， 

根据 上 述 结 论 ， 可 以 求 出 棱 台 的 体积 。 现 在 我 们 来 证 明 

V =3H(S 十 V 下 3 十 982)， 


式 由 $, 和 5S ;为 棱 台 的 底 而 积 ， 互 为 楼 台 的 总 。 

在 已 知 楼 台 上 补 一 个 小 棱锥 ， 使 其 成 一 个 大 楼 锥 ,以 五 : 
表示 大 核 锥 的 高 ， 并 以 5S, 表示 大 楼 锥 的 底 面 积 ， 册 以 互 : 表 
示 所 补 楼 锥 的 高 ， 而 以 $, 表 示 所 补 楼 锥 的 底面 积 。 因 为 这 两 
个 楼 锥 相似 ， 所 以 它们 底面 积 之 比 等 于 它们 高 之 比 的 平方 。 
而 它们 体积 之 比 等 于 它们 高 之 比 的 立方 ， 即 


(其) ， 号 (全 ) 


可 人 得: 
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和 
HS, 
因为 ,HH,=H,， 
而 :一 亏 吾 ,3，， 
所 以 =3H(S1+N55;+S,). 


计算 树 台 体积 的 公式 得 证 ， 
简单 几何 体 的 体积 定义 


简单 几何 体 可 分 成 若干 个 三 


从， 求 这 些 三 核 锥 的 体积 之 和 ， 即 求 该 简单 几何 体 的 体积 。 


但 是 每 一 个 简单 几何 体 都 可 


以 采用 不 同 分 割 方法 ， 将 其 分 割 


成 若干 个 三 杰 锥 ， 而 计算 每 一 个 三 楼 锥 的 体积 时 ， 又 可 以 选 


择 不 同 侧面 作 其 底面 。 这 便 

1. 三 棱锥 的 体积 是 否 

2， 简单 几何 体 的 体积 
是 否 与 其 分 割 三 楼 锥 的 方 
法 无 关 ? 

如 果 对 上 面 两 个 问题 的 
问答 是 肯 定 无 关 ， 那 么 ， 
我 们 对 体积 所 下 的 定义 就 是 
正确 的 ， 

” 首先， 我们 证 明 ， 三 本 
锥 的 体积 与 选择 哪 一 个 侧面 
as 208 。 


出 现 如 下 两 个 问题 ， 
与 其 底面 的 选择 无 关 ? 


作为 底面 无 关 。 设 D4BC 是 一 个 三 棱锥 ( 如 图 213 ) 。 以 a、 
5、Y 表 示 三 柜 锥 顶点 也 的 三 个 面 角 。 即 以 a 表 示人 BDC， 以 
5 表示 一 4DC， 而 以 Y 表 示 4DB, 以 z、8、ec 表 示 刀 为 顶 
氮 的 三 面 角 的 各 小 二 面 角 ， 即 用 c 表示 楼 DA 的 二 面 角 ， 用 
b 表示 楼 DB 的 二 面 角 ， 用 c 表示 楼 DPC 的 二 面 角 。 

现在 自 顶 点 4 向 棱 DC 作 垂 线 4E， 并 自 顶 点 4 和 阿 侧 面 B 
DC 作 垂 线 40 。 我 们 取 侧 面 3BDC 为 三 楼 锥 的 底面 ， 则 底面 
积 为 
S =3DB:DC .sina. 

三 棱锥 的 高 为 
H=A0=AEsinc 
= DA sinp sinc, 

三 校 锥 的 体积 为 


=zDA.DBDC.sino sinb sinc。 


如 果 取 侧面 4DB 为 三 棱锥 的 底面 ， 同 理 可 求 出 ， 三 校 
锥 体积 的 另 一 表达 式 为 
V = 二 D4.DB.DC.sina siny sinb. z 
在 上 面 所 得 出 的 关于 三 楼 锥 体积 的 两 个 表达 式 中 ， 只 有 
因子 sing sinc 和 siny sinb 不 同 。 但 这 两 个 因子 是 相等 的 ， 
事实 上 ， 根 据 正弦 定理 ， 对 以 妃 为 顶点 的 三 面 角 ， 可 有 


sinp _ siny 
sinb sinc” 


因而 


9 和 


由 此 得 出 
sinB sinc= siny sind., 


因而 ， 可 得 出 如 下 结论 : 三 棱锥 的 体积 与 其 底面 的 选择 
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无 关 ， 
现在 我 们 转 到 第 二 个 问题 。 取 一 个 三 楼 锥 并 把 它 分 割 成 


若干 个 小 三 棱锥 。 现 在 证 明 ， 根据 公式 一 也 5 五 所 计 算出 


的 三 棱锥 的 体积 等 于 根据 同一 公式 所 计算 由 的 各 个 分 割 成 的 
小 三 棱锥 体积 之 和 。 首 先 ， 我 们 研究 特定 的 分 割 方法 ， 分割 
后 的 各 个 小 三 楼 锥 与 巨 知 的 三 楼 锥 有 公共 的 顶点 ， 且 各 个 分 
割 后 的 小 三 写 难 的 底面 都 在 已 知 的 三 棱锥 的 底面 上 .如 果 ?1， 
S:;，…，8。 表 示 分 制 后 小 三 棱锥 的 底面 积 ， 那 么 所 有 这 些小 


三 柜 锥 的 体积 之 和 为 
SH oH .+H 
V 3 二 3 et E 


= 寺 (S1+8s+*…+S)H 


lsH, 


这 就 是 已 知 三 楼 锥 的 体积 。 

现在 我 们 研究 把 已 知 三 楼 锥 4BCD 任 意 分 割 成 若干 小 三 
楼 锥 PQRS。 设 所 分 割 的 任意 两 个 小 三 楼 锥 或 者 没有 公共 
点 ， 或 者 有 一 个 公共 顶点 ;或 者 有 一 条 公共 楼， 或 者 有 一 个 
公共 侧面 。. z 

三 楼 锥 PQRS 的 体积 可 以 用 四 个 三 棱锥 .AQRS,PARS， 
”PQAS 及 PQRA 的 体积 代数 和 来 表示 。 这 四 个 三 楼 锥 是 如 下 
得 到 的 ,把 三 棱锥 PQRS 中 的 一 个 顶点 依次 用 已 知 三 以 锥 的 
顶点 4 来 表示 。 按 下 列 规则 决定 这 个 代数 和 的 备 项 正 负 号 ， 
假如 顶点 4 所 代替 的 顶点 与 其 所 对 的 侧面 和 点 4 位 于 同一 
侧 ， 则 这 一 项 的 符号 取 “ 十 ”， 假如 顶点 4 所 代 兰 的 顶点 与 
其 所 对 的 侧面 和 点 4 不 在 同一 便 , 则 这 一 项 的 符号 取 “ 一 ”: 


e L210， 


CA 


假如 用 顶点 4 代替 后 ， 四 点 在 同一 平面 内 ， 那 么 这 一 项 将 补 
消 挥 ， 因 为 此 时 它 的 体积 圭 于 零 。 
如 果 我 们 把 所 分 得 的 每 一 个 三 棱锥 的 体积 均 用 4 为 顶 操 
的 三 棱锥 体积 代数 和 来 表示 ， 那 么 我 们 得 到 形 如 人 XITZ 的 三 
楼 锥 体积 的 代数 和 ,其 中 XY 了 LZ 是 这 种 分 割 方 法 所 得 到 的 一 个 
侧面 。 假 如 侧 画 XY 了 Z 在 已 知 三 棱锥 4BCD 之 内 ， 则 三 楼 外 
XYZ 的 体积 在 我 们 的 代数 和 中 将 出 现 西 次 ， 理 由 是 此 时 侧 
面 XYZ 恰 好 是 两 个 棱锥 的 分 割 面 。 这 两 个 三 棱 稚 ， 对 于 它 
们 的 公共 面 X7Z 而 言 ， 位 于 不 同 的 两 侧 ， 因 此 和 楼 锥 4XI 2 
的 体积 一 次 为 “十 ”号 ， 而 男 一 次 为 “一 ”号 。 其 结果 在 代 
数 和 中 互相 抵消 ， 
如 果 侧 面 和 7Z 位 于 已 知 三 校 锥 的 底面 BCD 上 ， 那 么 楼 
锥 4XYZz 的 体积 在 我 们 的 代数 和 中 只 能 出 现 一 次 ， 而 且 为 
“十 ”号 。 如 果 三 棱锥 的 侧面 X7Z 在 已 知 棱 锥 4BCDD 的 其 
屏 三 个 侧面 上 ， 那 么 三 楼 锥 AXY2Z 的 体积 等 于 零 。 总 之 ， 我 
们 所 分 割 的 三 校 锥 体积 之 和 等 于 若干 个 形 如 三 校 锥 4XYZ 的 
体积 之 和 ， 和 击 三 杰 锥 4XY2Z 的 侧面 XYZ 均 位 于 已 知 三 梭 雏 
的 侧面 BCD 上 。 这 就 证 明 , 这 个 和 等 于 已 知 三 楼 人 稚 的 体积 。 
现在 我 们 假设 ， 已 知 的 几何 体 以 第 一 分 割 法 分 割 成 者 干 
个 三 棱锥 P,，P:，P，…， 而 汉 第 二 分 割 法 分 割 成 才干 个 
三 棱锥 FE ，P:，P3: ,…。 求 证 这 两 种 分 害 法 所 香 的 三 楼 
锥 体积 之 和 相等 ， 
第 一 和 第 二 分 割 法 所 分 得 的 三 棱锥 可 将 已 知 几 何 体 分 市 
成 其 笠 个 凸 多 面体 ， 而 每 个 凸 多 面体 又 都 是 第 一 分 割 法 的 一 
个 三 棱锥 和 第 二 分 割 法 的 一 个 三 棱 锭 的 公共 部 分 我 但 还 及 
以 将 这 些 西 多 面体 再 分 割 成 更 小 的 三 棱锥 忆 ，,P， ,Ps ，…， 
分 割 时 可 使 其 中 任意 两 个 小 三 棱锥 或 者 没有 公共 点 ， 或 疹 有 有 
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一 个 公共 顶点 或 者 有 一 条 公共 杰 ， 或 者 有 一 个 公共 俩 面 。 
这 种 分 割 法 永远 是 可 能 的 。- 

祖 据 上 : 述 证 明 可 以 断定 ， 第 一 分 割 法 所 分 得 的 每 一 个 三 
梭 钦 的 体积 等 于 它 所 包含 的 所 有 小 三 楼 欠 Px 的 你 积 之 和 ，。 
第 二 分 神 法 所 分 得 的 每 一 个 三 楼 锥 的 体积 也 正好 等 于 这 些小 
三 棱锥 Prx 的 体积 之 和 ,因此 ,无 论 第 一 分 唱法 所 分 得 的 三 模 
锥 体积 之 和 ， 还 是 第 二 分 割 法 所 分 得 的 三 槛 锥 体积 之 和 都 等 
于 所 有 小 三 棱锥 Px 的 体积 之 和 。 册 此 可 网 这 两 各 分割 法 所 
分 得 的 三 楼 锥 体积 之 和 相等 。 这 就 是 说 ， 简 单 几何 体 的 体积 
与 其 分 割 成 三 材 镀 的 方法 无 关 。 


站 是 


1 证明， 如 果 过 正四 面体 一 条 楼 的 平面 将 这 条 棱 所 对 的 楼 
分 割 成 两 段 ， 其 比 为 2 那么 这 个 平面 将 正四 面体 
分 割 成 两 个 四 面体 ， 其 体积 之 比 仍 为 mn: 11， 

2， 设 平面 wx 与 从 正四 面体 一 顶点 引出 的 三 条 楼 相交 ,并 且 平 


面 c 将 这 三 条 楼 各 分 市 成 两 届 , 其 比 为 2， 二 ， 怀 (从 其 
公共 顶点 算 起 ) ,求证 ,平面 c 所 截 去 的 四 面体 的 体积 等 于 
和， we 
(a 于 5 
式 中 了 为 已 知 正 四 画 庆 的 体 税 。 
3， 如 果 正 四 面体 的 两 条 相对 的 棱 沿 着 两 条 异 面 直线 滑动 ， 
”那么 这 正四 面体 的 体积 不 变 。 
4， 一 平面 垂直 于 一 棱柱 的 各 个 侧 楼 ,但 不 与 其 底面 相交 。 
求证 : 棱柱 的 体积 等 于 平面 “与 棱柱 的 截面 积 与 侧 楼 长 


人 


的 乘积 ， 

5, 已 知 一 个 平行 六 面体 的 过 一 顶点 的 三 条 楼 为 4a、b、5， 
并 且 每 二 夸 所 夹 的 角 为 w，8、7Y。 试 求 这 个 平行 六 面体 
的 体积 ， 


$27. 旋 转 体 


贺 柱 设 g 和 oa’ 是 两 个 互相 平行 的 平面 ,而 4 是 与 这 

本 面相 交 的 一 条 直线 ， 
旭 大 为 平 硬 g 上 任 加 个 圆 

epee 六 加 城下 上 
任 辣 ee 
行 线 ， 这 条 下 线 在 平面 g 和 
0' 之 回 装 线段 ， 以 ay 表 示 ， 
并 果 点 斑 描 出 图 域 大， 那么 
所 有 有 线段 cx 便 组 成 一 个 几何 体 ， 这 个 几何 体 称 为 圈 柱 。 

于 柱 的 全 面积 是 由 圆 域 t 、 在 平面 xz 上 与 圆 城 ¢ 相等 je 
加 域 K' 及 加 福 的 钢 面 构成 ， 当 点 XX 遍及 圆 泪 上 的 轩 册 时 ， 所 
有 线段 ex* 即 描 出 图 柱 的 侧面 . rp 
线 。 圆 域 上 和 大 称 为 图 杜 的 底面 。 

如 果 强 柱 中 所 有 母线 垂直 于 两 个 底面 。 那 么 这 样 的 圆柱 
称 为 直 圆 往 . 我 人 只 研究 直 圆 柱 ， 直 园 柱 通常 简称 为 圆柱 ， 

过 圆柱 底面 中 心 共 与 母 伴 平行 的 直线 称 为 较 往 铀 ,用 二 
贺 柱 轴 的 平面 戴 圆 柱 所 得 的 截 丙 称 为 轴 截 面 。 如 果 一 平面 过 
贺 柱 的 一 条 和 母线 、 皇 与 过 这 条 母 浅 的 轴 堆 面 互 相配 直 ， 那 么 
这 平面 称 为 加 狂 的 切面 . 

定理 27.1 平行 于 圆柱 轴 的 平面 或 不 与 网 柱 的 侧面 相 
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图 214 


交 ， 或 与 加 柱 的 侧面 相交 于 两 条 母线 ， 或 与 圆 福 相 切 。 

垂直 于 圆柱 轴 的 平均 ， 截 加 柱 所 得 的 截面 是 和 底面 相 筹 
的 圆 . 

证 明 ”首先 证 明 第 一 个 结论 。 设 wx 是 平行 于 圆柱 轴 的 平 
面 ( 如 图 215 ) ， 圆 柱 的 侧面 湖 圆 柱 底 面 所 在 平面 上 的 正 投 
影 是 一 个 圆周 浆 ， 而 平面 w 
的 正 投 影 是 一 条 直线 &， 污 
直线 4 是 平面 4 与 底面 所 在 
平面 的 交 线 。 如 果 直 线 z 不 
与 圆 轩 x 相交 ， 则 平面 w 不 
与 划 在 的 侧面 相交 。 奶 果 直 
线 & 与 加 周 % 相交 于 两 点 了 
和 G， 则 平面 w 与 圆柱 侧面 
相交 于 过 点 了 和 @ 的 两 条 二 图 215 
线 。 最 局 ， 如 果 直 线 a 与 贺 
周 x 相 切 ， 则 平面 g 与 辑 柱 相 切 于 一 条 母线 ， 这 条 母 线 一 个 
端点 是 直线 a 与 圆周 x 的 切 点 ， z 

现在 证 明 第 二 个 结论 。 设 8 是 与 圆柱 轴 相 垂直 的 一 平 
面 ， 平 面 4 与 圆柱 的 底 面 平行， 平面 8 沿 着 圆柱 轴 向 圆柱 底面 
平移 ， 平 面 6 将 与 圆柱 的 底面 重合 ， 平 面 6 蕉 圆柱 所 得 的 截面 
将 与 敬 柱 底面 的 圆 相 重合 。 定 理 得 证 ， 

圆柱 的 内 氛 棱 柱 指 的 是 如 下 的 接 柱 ， 楼 往 底 面 所 在 平面 
重合 才 圆 柱 底 面 大 在 平面 ， 而 棱柱 侧 楼 都 是 圆 福 的 母线 ( 图 
2416 一 大 ) 。 图 柱 的 外 切 潜 柱 指 的 是 如 干 棱柱 ， 棱柱 底面 所 
在 平 直 重 合 于 圆柱 底面 所 在 平面 ， 丽 棱柱 的 侧面 部 与 园 柱 相 
讶 (图 216 一 右 ) ， 

上 照 座 ”已 知 g 是 一 个 平面 ，5 是 平面 w 外 的 一 点 ， 在 平面 
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a 上 到 任意 一 个 加 域 i《 如 
图 217 ) 。XX 是 贺 域 KE 上 企 
意 一 点 ， 连 接线 段 闪 8S， 当天 
点 描 出 贺 域 上 时， 所 有 线段 
XS 组 成 一 个 几何 体 ， 这 个 
几何 体 称 为 圆锥 体 ， 简 称 为 
加 锥 圆锥 的 全 面积 由 贺 帮 


( 即 圆锥 的 底面 ) 和 圆锥 的 

图 217 侧面 构成 。 当 点 和 沿 圆 域 下 

的 圆周 运动 时 ,所 有 线段 XS 

若 描 出 园 锥 的 侧面 点 5 称 为 圆锥 的 项 点。 连结 圆锥 顶点 与 


店面 园 周 上 的 点 的 线段 XS5， 称 为 略 锥 的 母线 ， 

如 采 较 锥 顶 扣 在 其 底面 的 正 投影 与 底面 中 心 重合 ， 则 疗 
人 谁 称 站 图 先 。 此 时 ， 圆 锥 顶点 启 底 面 作 的 垂 线 ， 称 为 圆锥 的 
轴 ， 我 们 只 研究 直 圆 锥 ， 直 圆锥 简称 为 图 雏 ， 

月 过 贺 锥 轴 的 平面 截 圆锥 ， 所 得 的 堆 面 称 为 圆锥 的 轴 夫 
面 。 过 圆锥 一 条 硅 线 、 且 与 过 这 条 母线 的 轴 截 面 垂 直 的 乎 郴 
叫做 圆 难 的 切面 

定理 27.2 过 圆锥 顶点 的 平面 或 与 贺 和 不 再 有 其 它 公 
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共 点 ， 或 与 略 锥 的 馈 面 相交 于 两 条 母线， 或 与 圆锥 的 例 面 相 
切 ， 

焉 丰 于 较 锥 站 的 平 硬 ， 城 圆锥 所 得 的 是 败 域 ， 规 贺 锥 的 
仙 画 所 得 多 症 以 画 之 班 上 一 点 为 居心 的 一 个 加 周 ， 

证 明 ” 设 x 是 一 个 过 贺 狂 顶点 的 平面 ， 而 a 是 平面 wx 与 图 
锥 底 曾 的 交 线 (如 图 218)。 如 果 直 线 4 与 底面 的 贺 周 区 于 两 
所 了 和 @， 那 么 ， 于 面 x 与 到 维 的 侧面 相交 于 两 条 母线 PS 和 
G@S。 如 和 毕 百 线 a 与 底面 的 
区 局 丰 切 ， 那 么 ， 平 面 w 与 
圆锥 的 侧面 相 切 。 如 果 平 面 
4 不 与 底面 的 圆周 相交 ， 那 
么 ， 除 顶点 外 ， 平 面 w 与 加 
锥 不 再 有 基 它 公共 点 。 

禽 平面 与 圆锥 相交 ， 
并 且 垂 直 于 圆锥 的 轴 。 用 平 
面 8 鹤 圆锥 所 得 的 截 画 与 贺 
锥 的 底面 是 关于 圆锥 顶点 的 
同位 相似 变换 ， 该 截面 与 圆 狂 的 底面 是 两 个 相似 形 。 因 而 ， 
用 平面 b 截 出 锥 所 得 的 截面 是 一 个 圆 域 ， 而 截 加 锥 侧面 所 得 
的 截 线 为 一 个 贺 辕 ， 其 圆心 为 闹 锥 轴 上 的 一 点 。 定 理 得 证 ， 

圆锥 的 内 接 校 物 指 的 是 这 样 的 棱锥 :这 梳 锥 的 底面 是 内 
搂 于 王 锥 底面 通 周 的 多 边 形 ， 并 且 棱 锥 的 顶点 就 是 圆锥 的 顶 
氮 ( 如 网 219 一 左 )。 圆 维 的 内 接 棱 锥 的 便 夸 都 是 圆锥 的 母线 。 
网 锥 的 外 切 搂 匀 指 的 是 这 样 的 棱锥 : 这 棱锥 的 底面 是 圆锥 底 
加 的 外 切 多 边 形 ,并 且 核 锥 的 顶点 就 慎 加 锥 的 项 点 ( 图 219 一 
石 ) 。 外 切 棱锥 的 各 侧面 都 是 珊 锥 的 孝 面 ， 

球 设 O 为 任意 一 点 ， 又 尽 为 任意 一 个 正 数 。 空 间 内 与 
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点 © 相距 
不 大 于 咏 
的 一 切 点 
上 所 组 成 的 
几何 体 称 
为 匡 。 扩 
0 称 为 球 
心 ， 而 尺 | 
称 为 球 的 出 219 

半径 。 球 

的 边界 称 为 妹 区 。 因 此 ， 球 面 上 的 点 就 是 到 球 心 距离 等 于 球 
的 半径 的 点 。 连 结 球 心 和 球面 上 任意 -一 点 的 线段 叫做 球 的 半 
径 。 连 结 球面 上 两 点 并 通过 球 心 的 线 诺 叫做 球 的 宣 径 。 任 意 
一 条 直径 的 两 个 端点 叫做 球 的 笃 粗 对 点 . : 

定理 27.3 ”一 -个 平面 截 一 个 球 ， 所 得 的 淮 面 是 一 个 
域 。 这 个 圆 域 的 圆心 是 球 心 到 截面 的 得 线 的 重 足 。 

证 角 设 c 是 一 个 截 平 
面 ,和 而 OO 为 球 心 (如 图 220)。 
自 球 心 O 向 平面 cfF 一 条 系 
线 ， 并 以 0 ' 表 示 这 条 垂 线 
的 答 足 。 设 为 位 于 平面 a 
夺 的 球 内 任意 一 点 ， 根 据 人 


股 定 理 可 得 : 
(0OX) 一 (OO 
图 220 二 《OCX 
因为 ”0OX 不 大 于 球 的 半径 及 ， 梧 见 


OX R'—(00’)', 
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这 就 是 说 ， 平 面 w 截 球 所 得 鹤 面 内 任意 一 点 和 到 点 O 的 距离 
不 大 于 MR '--(00)*?， 所 以 这 点 了 位 于 以 0 为 圆心 ， 以 
MVM RR 一 (C007 六 7 为 闪 径 的 凤 域 和 内， 反之， 这 个 园 域 上 任何 一 
点 久 必 位 于 球体 内 。 这 就 是 说 ， 平 面 x 截 球 所 得 鹤 面 是 以 0 
二 圆心 的 贺 域 。 玩 理 得 证 。 
由 定 吾 证 明 可 知 ， 平 面 c 截 妹 所 得 圆 起 的 半径 为 
人 

由 此 显然 可 见 ， 平面 与 球 心 愈 近 ， 期 00/ 傅 小， 平面 a 截 球 
所 得 团 域 就 愈 大 ， 过 球 心 的 平面 蕉 球 所 得 的 圆 域 最 大 。 此 时 
圆 域 的 半径 就 是 球 的 半径 。 与 球 心 等 距离 的 平面 截 球 所 得 的 
贺 域 相等 . 

经 过 球 心 的 平面 也 叫 直 径 平 面 。 

定理 27.4 球 的 任意 一 个 直径 平面 都 是 这 球 的 对 称 平 
面 。 球 心 是 球 的 对 称 中 心 ， 

证 明 设 g 是 一 个 直径 平面 ,而 总 为 球 内 任意 一 点 (如 图 
221 ) 。 现 在 我 们 作出 点 了 基 关 于 平面 a 的 对 称 点 X , 线 段 XX 
垂直 于 平面 w 并 与 这 平面 相交 于 点 4， 而 点 4 为 线段 和 KK 的 
中 上 总。 根据 三 角形 CO4X 和 和 
三 角形 04X "全 等 ， 可 得 到 
OX 一 OCX。 因为 ,OX<RR， 
所 以 OX7“ 委 只 ， 即 点 天 的 对 
称 点 也 位 王 球 内 。 定 理 的 第 
本 结 i 诊 得 证 。 

班 在 设 忒 "是 点 玖 关于 球 
心 O 的 对 称 点 。 则 OX”*=~ 图 221 
ONX 去 R，， 即 点“ 也 位 于 球 肉 。 定 理 全 部 得 证 。 

过 球 心 的 平面 截 球 所 得 的 截面 称 为 大 图 域 。 
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定理 27.5 过 球面 上 任 惠 两 个 非 直径 点 二 可 作 一 个 大 转 
域 ， 而 县 只 可 作 一 个 大 贺 域 ， 

证 归 ” 设 O 是 球 心 ， 而 4 和 了 是 球面 上 已 名 的 两 个 非 直 
径 点 (如 图 222) ,过 已 知 占 4、 了、0 作 一 平面 wa， 平 面 c' 容 
球 成 大 圆 域 。 这 个 圆 域 的 圆周 经 过 点 4 及 卫 ， 

不 可 能 有 男 一 个 这 样 的 圆周 经 过 4、B 两 点 。 假 设 还 有 
一 个 大 圆 域 经 过 点 4、B 太 0. 而 4，B 和 0O 三 点 不 在 同一 
条 直线 上 ， 经 过 它们 只 能 有 了 歇 一 的 一 个 平面 ， 即 是 平面 &，。 
定理 得 证 。 

定理 27.6 一 个 球 的 任意 两 个 大 贺 域 的 圆周 必 相 交 ， 
而 且 只 能 交 于 这 球 的 两 个 径 相 对 点 。 

实际 上 ， 两 个 大 圆 域 所 在 的 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ( 即 
球 心 ) ， 从 而 这 两 个 平面 必 相 交 于 某 一 条 过 球 心 的 直线 、 这 
条 直线 与 球面 的 两 个 交点 就 是 这 两 个 大 圆 域 的 圆周 交点 。 定 


图 222 


过 球面 上 一 点 4、 且 垂直 于 过 点 4 的 半径 的 平面 叫做 球 
的 切面 。 点 4 称 为 切 点 . 

定理 27 .7 球 的 切面 与 球 只 有 一 个 公共 点 一 切 点 . 

证 明 设 a 是 球 的 切面 ， 而 4 是 切 点 ( 如 图 223 ) 。 在 平 
面 % 上 取 任 意 一 点 卫 异 于 点 4 .因为 线段 O4 恒 直 于 切 面 w， 
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而 0OX 是 斜 线 ， 故 0OX>O4= 只。 由 此 ， 可 知 点 与 在 球 外 。 
定理 得 证 。 


线 


过 球面 上 点 4、 且 咎 直 于 过 点 4 的 半径 的 百 线 ， 叫 做 切 


定理 27.8 过 球面 上 任意 一 点 A， 可 以 作 无 数 条 切线 ， 


所 有 这 些 切 线 都 位 于 球 在 A 点 竟 切 面 上 。 


实际 上 ， 设 是 球 在 4 总 的 芭 面 (请 看 图 223 ) ， 此 时, 


平面 e 内 任意 ~- 条 过 点 4 的 直线 ， 都 垂直 于 半径 O04， 因而 这 
些 直 线 必 是 切线 。 过 点 4 的 任意 切线 生 直 于 半径 94， 因 而 
必 位 于 平面 a 内 。 | 


Ea 


站 题 


,证明 过 圆柱 轴 的 平面 都 是 同 柱 的 对 称 平面 ， | 
,证明 圆 柱 是 一 个 旋转 体 ， 即 绕 贺 柱 轴 任意 转动 ， 所 得 到 


的 圆柱 相 等 。 


. 证 明 ， 如 果 两 个 全 等 圆柱 的 轴 祖 交 ， 敢 么 它们 侧面 的 交 


线 位 于 两 个 垂直 的 平面 上 。 


. 证 明 ， 如 果 平 行 线段 的 端 氮 均 位 于 同一 圆柱 的 侧面 上 ， 


那么 这 些 平行 线段 的 中 点 询 位 于 过 圆柱 轴 的 一 个 平面 
上 


. 证 明 ， 圆锥 旦 -- 个 旋转 体 ， 即 绕 贺 欠 畏 任 党 转动 ， 所 得 


到 的 圆锥 相等 。 


. 求证 。 圆 锥 的 侧面 积 等 于 -二 _。 式 中 3 为 圆 谁 的 底面 积 ， 


而 a 为 请 面 与 母线 所 夹 的 角 。 
证 明 ， 如 乐平 行 线段 的 端点 均 位 于 同一 阅 锥 的 侧面 上 ， 
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那么 这 些 平 行 线段 的 中 点 均 位 于 过 圆锥 顶点 的 一 个 平 硬 
we。 


8$. 证 明 ， 从 已 知 一 点 几 阿 这 已 知 一 点 如 的 所 有 平面 所 年 的 


延 足 的 加 迹 是 一 个 于 是 。 


9. 证明， 各 端点 位 于 疼 一 球面 上 的 各 条 平行 线段 的 由 点 的 


罗 迹 是 一 个 大 圆 域 。 


证 明 ， 两 个 球面 的 交 线 是 一 个 圆周 . 


.如果 过 一 几何 体内 点 OO 的 任意 一 个 平面 均 为 这 几何 体 
的 对 称 平面 ， 求证 这 几何 体 是 一 个 球 ， 
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第 三 部 分 “几何 的 解析 方法 


$ 28. 向 量 的 运算 


疝 量 的 概念 ”要 说 明 某 些 物 理 量 ， 例 如 力 、 速 度 、 加 
速度 等 等 ， 不 仅 要 说 明 它 们 的 大 小 ， 还 应 指出 它们 的 方向 。 
如 ， 为 了 表示 某 物 体 在 已 知 时 刻 内 的 运动 ， 仅 仅 表示 出 其 运 
到 的 速度 为 60 公 里 /小 时 ， 还 不 足以 反映 这 物理量 的 本 质 ， 
还 必须 指出 其 运动 的 方向 ， 即 速度 的 方向 。 因 上 此， 上述 诸 物 
理 量 用 有 方向 的 线段 表示 是 方便 的 。 物 理 量 的 这 种 表示 法 不 
仅仅 是 为 了 直观 明显 起 见 , 而 且 还 有 其 它 理由 。 实 验证 明 ， 如 
果 二 力 & 和 中 同时 作用 于 一 


物体 4 (如 图 224 ) ， 那 人 委 
它们 的 效果 等 于 力 c, 力 c y 
是 以 a 和 5 为 邻 边 组 成 的 平 


行 四 边 形 的 对 角 线 来 表示 ， 0 

、 图 224 

这 个 例子 说 明 ， 某 些 物理 量 

用 有 方向 的 线段 来 表示 ， 而 它们 的 运算 可 归结 为 简单 几何 作 
图 。 我 们 还 可 举 出 其 它 一 些 实例 ， 

在 本 节 ， 我 们 将 建立 有 方向 的 线段 ( 即 向 量 ) 的 专门 运 
算法 则 ， 这 些 运算 法 则 在 几何 中 将 广泛 地 被 用 来 证 明定 理 和 
解 题 。 不 少 题 需要 复杂 的 几何 论证 ， 然 而 借助 于 向 量 ， 便 可 
化 为 简单 的 运算 。 这 也 正如 许多 较 复 洒 的 算术 题 ， 如 若 利 用 
建立 方程 方法 ， 即 可 简单 地 得 解 。 

我 们 把 有 向 线 段 叫 做 向 量 ( 如 图 225 ) 。 我 们 将 用 小 
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写 的 拉丁 字母 ， 如 : 4 ， 中 ， 5 ，… 等 来 表示 向 量 。 有 时 向 
量 需 要 以 有 出 线段 的 两 个 端点 来 表 
示 , 旭 图 225 中 的 向 量 a 可 以 记 作 4B。 
对 于 问 量 & 的 这 种 记 法 ， 点 4 称 为 向 
最 ea 的 起 点 ， 而 点 卫 称 为 向 量 za 的 终 
A 态 。 用 两 端点 表示 向量， 第 一 个 字母 
总 表示 同 量 的 起 点 ， 常 常 定 表 示 疝 量 
的 字母 了 边 划 上 一 个 箭头 “一 ”代替 
“向 量 ” 二 字 。 例如: a 读 作 “向 量 a”， 

我 们 所 叙述 向 景 运算 法 则 ， 是 以 平移 性 质 为 基础 所 建立 
的 。 关 于 平移 的 某 些 了 性质 ， 我 们 已 熟悉 ， 在 810 已 有 证 明 ， 
瑟 在 证 明 我 们 所 需 用 的 一 些 性 质 。 为 了 叙述 简单 起 见 ， 我 们 
从 研究 在 平面 上 的 人 性质， 

平移 的 性 质 按 本 书 中 810 的 定义 ， 平 移 是 这 样 一 种 运 
动 ， 运 动 时 各 点 均 沿 平行 线 移动 同一 个 距离 。 这 就 是 说 ， 如 
果 点 六 及 了 变 为 点 X' 及 Y', 则 直线 XX' 平 行 于 直线 了 YY' ( 或 
者 两 线 重 合 ) 。 而 线段 XX' 等 于 线段 YY ( 为 常数 ) ， 恒 等 
交换 ， 即 各 点 均 不 动 的 映 象 ， 了 被 认为 是 平移 。 

在 本 书 $10 中 ， 我 们 已 了 解 平面 自身 映 象 的 逆 变 换 仍 是 
运动 。 因 此 ， 由 平移 的 定义 ， 可 直接 推 知 如 下 的 一 条 性 质 . 

28 .1 平移 的 道 映 条 仍 是 平移 

下 奋 的 竹 质 表示 出 平移 的 特征 ， 并 指出 平移 与 其 它 一 切 
运动 的 差别 ， 

28 .2 运动 时 不 管 如 何 取 点 X， 如 果 它 与 总 对 应 的 点 XX 
之 间距 离 均 不 大 于 同一 个 数 4， 则 该 运动 就 是 平移 

证 明 首先 我 们 证 明 ， 如 果 运 动 满足 28.2 的 条 件 ， 那 委 
经 过 运动 ， 每 条 直线 或 者 变 成 它 自 身 ， 或 者 变 成 与 之 平行 的 
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图 225 


首 线 。 
实际 上 ， 假 设 豆 线 a 变 成 直线 bP， 并 且 直 线 5 与 二 线 4a 
所 不 重合 ， 又 不 平行 《如 图 226 ) eva 
一 太 妇 ， 使 点 4 不 在 真 线 5 


pa 上 ， 凌 与 直线 5 的 中 计 大 于 
2 经 过 上 述 汉 动 ， 尽 有 4 
将 变 为 直线 5 上 某 一 点 是， 
me 因为 总 4 到 坦 线 5 的 距离 大 
于 4 ， 所 以 ， 点 4 到 点 吾 的 
图 226 距离 也 大 于 4d ， 而 这 与 28.2 


的 条 件 祖 子 辱 。 因 此 直线 5 
或 省 与 下 线 a 重合 ,或 者 与 直线 4 平行 。 

很 明显 ， 任 何平 移 都 满足 28.2 的 条 件 。 因 此 任何 平移 必 
有 其 有 如 下 性 质 ， 

28.3 ”经 过 平移 ， 每 一 条 直线 或 者 变 成 它 自 身 ， 或 者 变 
为 与 它 平行 的 直线 。 

我 们 继续 证 明 28.2 的 性 质 。 假 设 运动 后 28.2 的 条 件 得 到 
满足 ， 革 一 点 44 变 为 异 于 疾 
的 点 4 (如 图 227 ) 。 在 直 
线 4 iad 经 过 上 
TR 1 i A 43 及 变 为 基 . 站 及 ， 
现在 我 们 证 明 ， 直线 44 与 
二 线 了 B38' 平行 。 用 及 证 法 ， 
候 定 这 两 条 直线 相交 于 某 点 C 。 因 为 点 了 召 变 为 直线 CB 上 的 

一 把 号 ， 所 以 根据 已 证 定理 可 知 ， 直 线 CB 变 成 它 自身 。 同 
理 还 可 但 出 ， 百 线 4C 也 变 为 它 自 身 。 因 此 运动 时 点 C 保持 
不 动 。 
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图 。 227 


因为 直线 4C 变 为 它 自身 ， 而 这 条 直线 上 的 点 人 为 不 动 
上 点， 所以， 被 点 C 分 割 的 射线 4C 或 者 变 成 它 自身 ， 或 者 变 
成 与 之 相反 的 射 级 。 我 们 证 明 后 一 种 情况 不 可 能 成 立 。 

事实 鞋 ， 我 们 在 疯 条 射线 当中 的 某 一 条 上 任 记 一 点 天 与 
点 L 相距 为 4 ， 再 议 了 这 为 相反 射线 上 一 点 XX'， 有 而 X 与 人 
相 中 出 是 4 。 罗 为 ， 点 C 分 割 点 区 和 X 7 ， 所 以 ， 蕊 与 人 相 
距 24， 即 大 于 d ， 这 与 28.2 鬼 条 件 相 了 矛盾 ， 因 此 ， 点 式 * 与 
应 在 同一 射线 上 。 叉 因 和 XX 与 X 均 与 C 相距 为 4d， 所 以 X* 
应 重合 于 六。 经 过 上 述 运 动 ， 直 线 4C 上 全 部 点 都 没有 动 。 
竹 别 上 4 是 不 动 点 ， 这 和 假设 点 4 异 于 点 4 这 盾 。 因 此 站 
线 BB’ 平行 于 直线 44 。 根据 已 证 定理 可 得 知 ， 让 线 A B* 
平行 于 直线 48， 而 根据 平行 四 边 形 的 性 质 。 线 段 A4/ 等 于 
线段 BB'( 如 图 228 ) 。 因 此 ， 经 过 上 述 运 动 ， 点 4 和 点 B 
沿 平 行 直线 移动 相同 的 更 离 。 

现在 我 们 在 直线 44 上 
取 任 一 感 。 则 按 上 述 证 
明 ， 这 点 关 沿 平行 于 B88 的 
直线 移动 到 点 区 /， 而 工 到 
入 的 距离 等 于 线段 B3 
如 果 点 4 异 于 点 4， 这 便 
可 以 证 明 28.2 的 性 质 。 如 果 
任意 一 点 4 都 有 一 点 4 与 
其 相 重合 ， 那 么 根据 定义 这 种 运动 是 平移 。28.2 的 性 质 完 全 

从 28.2 的 性 质 ， 可 得 出 如 下 性 质 ， 

28 .4 和 连续 进行 两 次 平移 ， 仍 然 是 平移 。 

这 就 是 说 ， 如 果 第 一 次 平移 后 ， 任 意 一 点 变 为 点 七 /， 
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图 223 


而 第 二 次 平移 后 ， 点 下 “又 变 为 点 不 "， 那 么 以 点 下 和 六 为 对 
应 点 的 映 象 必 是 一 个 平移 。 事实 上 ， 因 为 平移 是 运动 ， 而 连 
续 进 行 两 次 运动 ， 仍 然 是 运动 ， 故 以 点 XX“ 和 大 为 对 应 点 的 
映 象 , 必 是 运动 。 这 种 运动 满足 28.2 的 条 件 ， 我 们 知 道 第 一 
次 平移 使 点 移动 距离 4,， 而 第 二 次 平移 使 点 接着 移动 距离 
4，。 根 据 三 角形 的 不 等 式 ， 有 
XX“AEXA RH" Ed, 

即 运 动 X 习 X" 满 足 28.2 条 件 ， 所 以 这 运动 就 是 平移 ， 

最 后 ， 再 重 述 平移 的 一 个 性 质 ( 在 本 书 $10 中 己 证 过 )、 

28.5 不 管 点 A 和 点 A “是 两 个 什么 样 的 点 ， 必 存在 唯一 
侈 一 个 和 平移， 平移 后 氮 A 变 成 点 A“. 

向 量 的 方向 和 向 量 的 模 如果 平移 使 射线 a 重合 于 射 
线 2， 那 么 我 们 就 说 射线 ea“ 具有 射线 4 的 方向 。 因 为 道 平 
移 使 射线 和 重合 于 射线 a'/， 所 以 射线 CC 具有 射线 ae/ 的 方 
凡 、。 因 此 我 们 可 以 简单 地 说 它们 是 同方 向 的 射线 ， 同 方向 的 
射线 也 叫 周 向 射线 。 

如 果 平 移 使 射线 c 与 射线 ce" 重合 ， 那 么 它 也 必 使 射 
线 & 与 射线 a’ 重合 eh eg ety. 
(也 叫 反 向 射 线 ) 。 因 上 此， 从 射线 4 和 a 的 同 向 性 可 推出 它 
们 的 相 补 射线 4a 和 a’ 的 同 向 性 。 根 据 平移 28.4 的 性 质 可 得 出 
射线 的 同 问 性 是 可 传递 的 ， 即 ， 如果 射 线 4. 与 4’ 同 向 ， 且 射 
线 4 与 ac” 同 向 ， 那 人 么 射线 e 与 射线 4” 同 向 ， 

如 果 射 线 & 与 射线 a’ 的 相 补 射线 4 同 向 ， 那 么 我 们 说 
及 4a’ 是 反 向 射线 。 如 果 平 移 使 射线 e 与 身 线 a 重合， 那么 
这 平移 必 使 “的 反 向 射线 了 与 射线 27 重 合 ， 因 此 ， 如 果 射 线 
a 与 4 反问， 那么 它们 的 相 补 射线 也 必 反 向 ，。 

28.6 如 采 两 射线 a 及 a’ 在 一 条 直线 上 ， 或 在 两 条 平 
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行 直 线 上 ， 那 么 这 两 条 射线 或 者 同 向 ， 或 者 反 回 ， 除 此 之 
elk : 

事实 上 ， 只 有 平移 才能 使 射线 a 的 起 点 变 成 射线 a 的 
起 点 。 平 移 或 者 使 射线 a 与 射线 a 重合 ， 或 者 使 射线 4 与 
Q' 的 反 回 射线 重合 。 在 第 一 种 情况 下 ， 射 线 & 积 &“ 同 同 ; 在 
第 二 种 情况 下 ， 射 线 4 和 a 反 向 ，。 

28.7 射线 AB 和 BA 反问 

假设 射线 48 和 射线 BA 同 向 ， 如 果 平 移 使 射线 48 与 射 
线 B4 重合 ,那么 平移 必 使 点 4 变 成 点 B， 点 了 变 成 点 4，。 
廊 羡 为 态 和 4 与 点 8 之 闻 的 任意 一 点 。 平移 后 扣 了 变 为 后 X， 
凡 区 也 必然 位 于 点 4 与 点 B 之 间 。 但 是 此 时 距离 XX 小 于 
483， 然 而 这 点 与 平移 的 定义 相 了 矛盾 。 因 为 射线 4 了 3 和 BA 位 
二 同一 条 直线 4B 上 ， 按 28.6 的 性 质 可 得 知 ， 射 线 48 与 射线 
BA4 或 者 同 向 或 者 反 向 ,它们 不 是 同 向 射线 ， 而 是 反 向 射 
线 。 结 论 得 证 。 

28.8 设 A、B、 马 是 一 条 直线 上 三 点 ， 并 且 B 位 于 人 A 及 
C 之 间 ， 则 射线 AB 与 射线 AC 同 自 。 

事实 上 ， 重 等 变换 可 使 射线 48 与 射线 4C 重 合 。 

如 果 知 道 四 点 4、B、C 、DD 让 直线 上 的 相互 位 汗 ， 那 
么 根据 28 .6 一 28.， Sy 总 可 断定 射线 48 和 CD 是 同 向 或 
及 向 ， 1 
”28.9 设 AB 及 CD 是 两 条 射线 ， 分 别 位 于 两 平行 直线 AB 
及 CD 上 ， 如果 两 射线 AB 及 CD 位 于 截 线 AC 的 同一 人 钢 ， 那 么 
两 射线 和 同 向 ; 如 果 两 射线 AB 及 CD 位 于 截 线 AC 的 异 侧 ， 那 么 
两 射线 反问 (如 图 229 )、 

事实 上 ， 根 据 28.6 的 性 质 ， 可 以 断定 射线 48B 和 射线 CD 
或 着 网 网 ， 或 者 反 向 。 唯 有 平移 才能 使 点 4 与 点 C 相 重 合 ， 
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平移 时 射线 4 了 3 上 的 每 一 点 瑟 沿 平行 于 截 线 4C 的 直线 移动 到 
宗 感 六 ,因而 态 久 “与 点 六 位 于 截 线 4C 的 同一 侧 ,. 因 此 平移 可 
使 点 4 变 为 点 C ,使 射线 43B 变 为 射线 CD, 如 果 射 线 4B 和 CD 


\ 4 万 BB 
和 拉 
1 


位 于 截 线 4C 同 一 侧 ( 如 图 229 一 左 ) ， 那 么 射线 .43 与 CD 同 
四。 如 果 射 线 4B 和 CD 分 居于 截 线 4C 的 异 人 入 ， 那 么 射线 4B 
和 CD 有 反 向 (如 229 一 右 ) 。 结 论 得 证 。 

问 量 AB 的 方向 是 指 射 线 48 的 方向 ,而 向 量 AB 的 各 是 
前线 段 44 8 的 长 ( 记 作 148| ) 。 

台 采 平移 使 向 量 48 重 合 于 向 量 CD， 那 么 向 量 4B 等 于 
后 时 CD。 同时 向 量 4B 的 起 点 4 重合 于 向 景 CD 的 起 点 C， 
并 且 向 最 4B 的 终点 BB 重 合 于 向 量 CD 的 终点 D。 因 为 ,逆向 平 
移 局 两 量 CD 与 向 时 48B 相 重合 ， 所 以 ， 由 向 量 4B 等 于 向 景 
CD， 可 以 推出 向量 CD 等 于 向 量 4B。 因 而 ， 我 们 可 以 讲 ， 
右 景 48B 与 向 量 CD 相 等 。 由 平移 28.4 的 性 质 ， 可 以 得 出 ， 向 
前 相等 是 可 传递 的 ， 即 如 果 向 时 a 等 于 向 量 5。 而 向 量 b 又 
等 于 由 是 CC ， 则 问 量 a 必然 等 于 向 量 C 。 很 明显 ， 相 等 的 向 
曼 ， 其 模 相 等 ， 并 且 其 方向 相同 。 

28.10 ”如 果 向 量 AB 和 CD 的 方 河 相 同 , 并 且 它 们 的 并 也 
祖 等 ， 那 么 这 两 个 向 量 便 相等。 
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事实 上 上 ， 因 为 向 量 43 和 CD 的 方向 相同 ， 所 以 平移 时 操 
44 变 为 点 C， 射 线 4 了 与 射线 CDD 相 重合 。 此 时 ， 又 因 两 线 
48 与 CD 门 的 长 度 相 等 ， 则 点 卫 变 成 点 。 因此 ， 和 平移 便 河 量 
4B 与 商量 CD 相 二 人 合 ， 这 就 意味 区， 这 两 个 向 最 相等 。 结 论 
得 证 。 

28 .了 入 兴 局 和 A 旺 计 么 烷 的 点 和 向 量 a 是 什么 祥 的 问 
量 ， 以 点 A '" 为 起 点 有 一 人 个、 两 县 只 能 有 一 个 与 向 量 a 相等 
网 问 量 a ，。 痪 名 话说， 从 每 一 点 可 作 一 个 、 而 且 只 能 作 一 个 
等 对 已 知 冶 向 量 ， 

人 根据 平移 28.5 的 性 质 可 知 ， 无 论点 4 和 点 4 是 天 个 什 

么 综 的 点 ， 只 有 通过 平移 才能 使 点 4 变 成 点 44/。 结 论 28.11 
所 谈 及 的 平移 使 疝 最 z 的 起 点 变 成 点 4/。 

当 我 们 研究 向 量 的 两 端点 相 重 合 ( 44) 时 ， 我 们 发 现 ， 
月 回 量 的 两 端点 来 表示 向 是 (4B ) 是 比较 适 宜 的 。 我 们 称 
起 点 和 终点 重合 的 沿 量 为 零 向 量 ， 记 作 零 ( 0 ) 。 零 向 量 没 
有 阴 竹 的 方 岗 。 零 向 时 的 寞 等 于 零 。 根 据 定 义 ， 所 有 零 向 量 
均 相 缮 ， 

问题 的 和 法 和 减法 间 居 4C 是 同 量 4B 与 向 量 BC 之 和 
“ 记 信 4B+ 8C)。, 如 果 向 最 BC 等 于 向 最 PQ, 那么 向 量 4B 与 
代 总 问 最 PQ 之 和 ， 却 为 侧记 AB 
写 辣 时 BC 之 和 《如 图 250)。 根 
3 E 义 ， 对 任意 向 量 C 和 零 向 

号 补 河 

十 0。 

28.12 各 有 果 回 量 AB 等 于 向 
号 A 8 ， 头 县 区 量 CD 等 于 向 量 C'D'， 则 

AB+CD=A’B’+C’D’, 
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事实 上 ,如 果 把 向 量 CD 换 成 与 之 相等 的 向 量 BC ,那么 
左 端 的 向 量 不 变 。 同样 ， 如 果 把 向 量 CD 换 为 与 之 相等 的 
回 量 32C:， 那 么 右 端的 向 量 也 不 变 。 此 时 ， 左 端 成 为 阿 
量 4C ,， 而 右 端 成 为 向 景 4’C1。 余下 只 须 证 明 向 量 等 式 
AC =A’C', 

我 们 以 了 来 表示 ， 使 点 4 变 成 点 4 的 平移 。 因 为 向 量 
AB 等 于 向 量 4 B7， 所 以 ， 当 平移 也 时 ， 点 了 必然 变 为 战 
B'( 28.11 ) 。 向 量 BC， 等 于 向 量 B’'C1， 由 此 我 们 断定 ， 
平移 尹 时 气 Ci 变 为 点 Ci:+。 因 此 平移 了 使 向量 4C ,与 向 量 
4 Ci 重合 ， 故 向 量 4C ,等 于 向 量 4’C4。 结论 得 证 。 

28.13 ”对 任意 向 量 a、b、c， 有 

(8 十 b) 十 C 一 a 十 (bb 十 c) 

回 量 加 法 的 这 条 性 质 称 为 加 法 结合 律 。 

证 明 我 们 作 襄 景 48B 等 于 向 量 a, 作 向 量 BC 等 于 向 量 
b， 作 向 量 CD 等 于 向 量 c， 根 据 向 量 加 法 的 定义 ， 可 以 直 
按 推 出 

(AB+ BC)+CD= AB+(BC+CD)= AD. 

如 果 在 上 面 的 等 式 中 ， 把 向 量 4B、BC、CD 分 别 换 为 与 之 
相等 的 向 量 a 、5、c，。 那 么 等 式 仍 成 立 ( 28.12 ) 。 结 论 
28.14 对 任意 向 量 a 和 b ， 有 
a 十 b 一 b 十 a。 

问 量 加 法 的 这 条 性 质 称 为 加 法 交换 律 。 

证 明 假如 二 疝 量 4 及 5 中 有 一 个 等 于 零 ， 按 定义 等 式 
4 二 b= 二 5 十 4 成立 。 我 们 研究 向 量 a 及 8 均 不 为 零 ， 且 不 
共 线 的 情况 〈 两 向 量 共 线 指 的 是 两 向 量 位 于 同一 条 直线 上 ， 
或 分 别人 也 于 两 条 平行 线 上 ) 。 我 们 作 向 量 4B 等 于 向 量 4a、 
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然后 作 向 量 BC 等 于 向 量 把 三 角形 4BC 说 补 成 平行 四 
边 形 A4BCDL( 图 231 ) ， 显 然 疝 量 等 式 为 


AB+ BC= AD+DC. (1) 
祖 据 平行 归 边 形 的 性 质 ， 可 以 得 出 
I4D| = 1BC|， DCI = |4 Bl. 


根据 28.9 的 性 质 ， 可 以 得 知 向 量 48B 与 向 量 DC 同 向 ， 而 问 
量 AD 与 向 量 BC 同 向 。 因 此 
AD= BC= bb, DC=AB= 4a. 
在 等 式 ( 1 ) 中 ， 把 向 量 4B、BC、4D 及 DC 分 别 换 为 与 之 
相等 的 同 量 a、、2 、a， 即 得 
a+b=b+i+a, 


b f pb i 
-1 CO 6 
C—O 
” QZ 
图 231 图 232 


青 研究 共 线 向 量 4 和 5 的 情况 。 把 向 量 换 为 任意 两 个 
与 向 量 ea 不 共 线 的 向 量 b' 及 b" 之 和 ( 如 图 232 ) 。 
按 已 证 的 定理 
2 +b’=b’+a, 2 +b’=b"+a., 
于 是 
2 二 一 aa 二 (8 二 DC 十 0) 十 0 
一 (b +a)+b’=b’+(a+b"”)=b +(b"+a) 
一 (b +b"”)+a=b+a, 
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结论 完全 得 证 ， 

丫 量 48 的 反 向 量 《 记 作 一 48B) 指 的 是 商 盟 BA4。, 根据 
定义 ， 零 同 量 的 反 向 量 仍 为 零 向 量 ( 一 0 二 0 )。 向 是 4 及 
b 之 差 ( 记 作 4 一 了 ) 指 的 是 向 量 4a 与 向 县 4 的 反 向 量 一 2 
之 和 和 

a—- b=a+(—b), 
根据 及 问 量 的 定义 ， 可 以 得 出 一 (= eb 所 以， 
da—(— bb)=4a+906, 
即 对 向 量 运 算 而 言 ，“ 十 ”和 “一 ”符号 的 利用 与 代数 运算 
规则 相同 ， 

应 当 指 出 ， 其 有 公共 起 点 4 的 向 量 4B 和 4C 之 差 可 写 

( 如 图 233 ) ， 
AB— AC=CB. 

28.15 设 a 和 b 是 两 共 绪 向 量 . 
如 果 向 量 a 和 + 局 向 ， 那 么 la+b; = 
|al 十 jb| ,而 向 景 a+b 的 方向 与 向 量 
a 和 向量 5 的 方向 神 同 ; 如 果 向 量 a 
和 问题 5 反 向 ， 并 且 |a| 放 lb|, 那么 

latb|= |al—.b), 
而 向 量 a 二 b 的 方向 与 向 量 a 的 方向 相同. 

证 明 ” 作 疝 量 43 等 于 向 最 c ， 然 后 作 向 量 BC 等 于 向 量 

设 癌 量 a 和 向 量 5 同 向 ， 则 向 量 48 和 向 量 BC 同 向 ， 市 
Mh 问 量 BC 及 向 ( 如 图 234 一 左 ) 。、 因 此 射线 BL 
和 射线 BC 是 相 补 的 ， 故 扩 B 必 位 于 点 4 各 点 CC 之 间 。 因 
此 ， 可 得 出 

la+ b= |AB+BC| = |4AC 
= |4AB| + |BC| =|al+16l. 


图 233 


全 232 * 


癌 量 cz 十 2 一 4C 的 方向 同 于 向 量 4B= a 的 方向 (28.8 ) 。 


人 一 EN | 
A 6 C 4 Ce 8 


图 234 


现在 设 疝 量 Cc 和 向 量 串 反 疝 ， 且 [cl > 0。 向 量 BC 
审问 县 B4 同 癌 (如 图 234 一 右 ) . 因 |4B| > [BC ， 改 点 C 
人 于 点 4 和 点 召 之 间 。 因 此 ， 可 得 

le+bl =14B+BCI= 4dC| 
= |48| — IBC| = ici 一 12|， 

梁 据 28.8 的 人 性质， 向 盟 a 十 5 =AC 的 方向 同 于 向 量 4B 的 方 
问 ， 即 同 于 向量 4 的 方向 结论 完 全 得 证 。. 

涩 和 向 量 的 积 如 果 间 时 出 现 向 量 和 数 ,为 了 避免 混淆 ， 
我 们 用 小 写 逢 腾 字 母 4，H，v … 表 示 数 。 数 4 和 商量 ec 
之 积 ( 记 作 a4 ) 指 的 是 一 个 向 量 ， 此 向 量 由 下 列 规定 确定 ， 
尖 果 涉 4 等于零， 或 向 表 a 为 零 向 量 ， 那 么 ，a4 为 零 向 量 ， 
ah 二 0 。 如 有 末 数 外 及 同 曙 4 均 异 于 和 等， 那么 是 一 个 模 为 
4 内 的 向 量 ， 并 且 当 24>0 时 ，a4 与 向 量 2 同 向 ， 当 4 二 
0 时 ，a4 与 向 景 4 及 河 。 根据 定义 ，ha= 二 ah， 

28.16 死 论 :和 和 册 是 什么 数 及 向量 a 是 什么 问 量 , 都 有 

(aA)R 一 a(0)t) ( 纤 合 簿 ) ， 

事实 上 ， 邵 采 4 和 上 两 数 中 有 有 一 个 等 于 堆 ， 或 向 量 e 是 
零 岗 量 ， 那 么 不 难看 出 两 向 量 (e4)w 和 ae(40 均 为 零 认 和 恒 ， 因 
机 两 向 量 彼此 相等 。 

如 果 数 4、& 和 向 量 ca 均 异 于 零 ， 那 么 两 站 是 (c4)4 和 
4(44) 的 模 均 为 lal 网 网 ， 并 县 当 4 之 9 时， 两 商量 均 与 
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间 量 巡 网 疝 ” 击 当 14<:0 时 ， 两 癌 量 均 与 商量 4 反 向 ;， 因 ， 
此 ， 两 向量 (ex 及 c(4n) 的 模 相 等 ， 并 且 其 方向 相同 ， 故 两 
回 量 相等 ，… 结论 得 证 ， 

28.17 不 管 和 和 5 是 什么 数 及 各 量 a 是 什么 回 量 ,都 有 

4a4 十 抽 一 04 十 2U (5 分 配 律 1 ) 。 

证 明 当 4 二 0 时， 等 式 两 端 均 迁 于 cp 改 两 端 相等 。 
同样 、， 当 k= 二 0 时 ， 等 式 两 端 均 等 于 a4。 当 a = 二 0 时 等 式 了 网 
端 均 等 村 零 问 量 。 当 4>0，A>0 和 《 夫 0 时 ， 等 式 六 端的 
器 量 均 有 模 (4 十 &) lal ， 并 均 与 向 量 & 同 向 。 在 其 它 情 谢 
下 ,， 当 4<0，A<0i 或 4>0，H<05 或 4 所 0，4 记 0 时， 也 
可 确信 间 量 等 式 a(4 十 4) 二 S00 上 
也 验证 ， 

28.18 不 管 向 量 a 和 jb 是 什么 向 量 及 和 是 什么 数 , 都 有 - 

(a+b)4= 二 a4 十 b4(《 分 配 律 ). z 

证 明 ”如果 向 量 b = 0， 那 么 两 向 量 (a 十 5)4 和 a4 十 bh 
均等 于 xc4， 故 两 亲 量 相等 。 同 理 ， 如 果 & = 二 0 ,两 向 量 均 等 
于 84 , 如 果 4=0, 那 么 两 回 量 (cc 十 思 )4 和 c4 十 四 均 为 替 河 量 。 

现在 设 数 4 六 0， 并 设 向 量 z 及 向 量 5 均 不 是 零 向 量 ， 
并 且 不 革 线 .取向 量 4B 等 于 向 量 4 ,然后 作 向 量 BC 等 于 向 量 

p, b( 如 图 235 ) 。 对 平 面 进 
行 关于 点 4 的 同位 相似 变 
> 换 ， 其 相似 系数 为 4， 此 时 
B 和 C 两 点 分 别 变 成 B, 和 
/ C;。 我 们 可 得 
A CU 4C ,=4B, 十 Bi;Ci。 
图 235 (2) 
向 量 4C, 与 向量 AC 同 向 (28.8)， 而 向 量 4C ,的 模 等 于 
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14C14， 央 此 ， 有 向 党 等 式 

4 一 4C14= 一 (cc 十 四 4 
回 理 可 证 ,向 量 4B;,=a 疝 量 BC ;与 向 量 BC 同 网 (28.9)， 
而 问 城 SC 的 模 1B:Ci 二 1514、 因 此 ，B,C ,一 654。 现在 
由 等 式 ( 2 ) 即 得 

(a+b)4=ah+ bh. 

如 时 ) 为 负 ， 那 么 等 式 中 所 有 向 量 均 搞 为 各 自 的 反 向 量 ， 可 
见 学 式 仍然 成 立 。 

最 后 研究 共 线 向 量 4 及 2 的 情况 ， 我 们 以 两 个 不 共 线 向 
量 b6, 和 5;, 之 和 米 来 示 疝 量 &6( 如 图 232 ) 。 则 接 上 述 证 明 ， 
司 有 疝 量 等 式 ; 

Ca Oded th i 

=ah+bA 二 b,A=aA+i+ (bb, +b,)1 
二 a4 十 b4，。 
绍 论 得 证 。 

28 .19 如果 回 量 a 不 是 零 问 量 ， 并 且 向 量 b 是 任意 一 
个 与 向 量 a 共 线 的 向 量 ， 那 么 它们 之 间 的 关系 只 能 有 一 种 
表达 式 : 

bp 一 8 ， 

证 明 如 果 向 最 84 等于零， 于 入 5 了 =a'0。 如果 问 量 p 

异 于 零 ， 并 与 向 量 4 同 向 ， 那 么 
1 5 


大 是 
a | 


如 果 问 量 2 和 向 量 4 反 同 ， 那 人 么 
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现在 证 明 这 个 关系 式 的 唯一 秆 。 假 设 向 量 过 有 两 个 表达 式 ， 
b 一 21， 0 一 0 (AAK)., 
两 式 相 减 ， 可 得 风量 等 式 
0=aA— ay=a(4 1)., 
左 端 为 稚 向 量 ， 而 右 端 显然 异 于 零 向 景 ， 因 为 它 的 模 lal 
14 一 | 考 0。 这 所 与 假设 相 刻 盾 。 叭 一 性 得 证 。 
28.20 ”如 有 染 回 量 a 和 8 均 异 于 零 ， 并 且 是 不 共 线 ， 那 
么 向 量 C 只 可 有 唯一 的 一 个 哨 达 式 : 
C 一 204 十 ZL。 
证 本 ”如 晃 c 是 零 品 量 ， 则 
cC= 一 00 十 DO0。 
设 向 量 c 不 是 零 向 量 。 过 向 奶 c 的 
两 端点 分 别 作 直 线 平生 了 于 向 量 c 和 
问 量 (如 图 236)。 其 托 果 ， 我 们 
繁 到 问 量 堆 式 : 
ee c 一 CN 十， 
其 中 向 量 z, 各 b 分 别 与 向 量 5 和 疝 
晤 了 共 线 。 按 28.19 可 得 
Qi=aA, 了 一 DA 


站 


Cc 一 6 十 PR。 
我 们 来 证 唯一 性 ， 设 有 两 个 不 同 的 表达 式 : 
5 =ali+ bu) Cc =a4,+ Vu,., 
两 式 相 减 、 我 们 可 得 向 量 等 式 ， 
0=2(41— 14.)+b( — Ak), 
因 问 量 a 和 癌 量 5 不 是 共 线 的 , 所 以 芝 等 式 只 有 当 4: 一 4 一 
0，1ai 一 As 三 0 时 才能 成 这 ， 叭 一峰 得 证 ， 


» 230 » 


向 器 的 数 荐 积 ”两 射线 a 和 此 的 夹 角 指 的 是 分 别 与 它们 
同 向 并 有 旦 有 公共 起 点 的 射线 a 和 D 的 夹 角 。 角 的 这 个 定义 
与 半 线 a, 和 2 的 公共 起 点 的 选择 无 关 ， 因 为 ， 使 起 点 重合 
的 平 蔚 必 将 射线 变 成 同 向 射线 。 两 向 县 4B 和 CD 的 来 舱 指 的 
计时 全 48 和 CD 的 夹 角 ， 

各 二 & 和 向 量 了 的 数量 积 ( 记 作 ab ) 指 的 是 两 同 旦 的 要 
玉 其 到 角 c 的 余 纺 的 乘积 ， 

ab=ba= lal ib |cos a, 
刀 果 两 向 量 中 有 一 个 是 零 向 晤 或 两 个 部 是 零 向 量 ， 根据 定 
义 ， 两 向 量 的 数量 积 为 零 
23 .21 对 于 任意 向 最 a 和 了 及 任意 效 和 4， 都 有 
(Ma) (Eb)=CM) (ab). 

证 明 此 等 式 ， 只 须 指 出 以 下 性 质 ， 如果 向 量 a 和 5 的 夹 
外 为 w， 那 么 当 4U>0 时 ， 向 量 ha 和 pb 的 夹 和 角 仍 为 a， 而 
当 4U<0 时 ， 向 量 ha 和 k2 的 夹 角 为 180° 一 a， 

28 .22 ”对 于 任意 三 向 量 a、b、c， 有 

(a+b)c=ac+tbc, ( 分 配 律 ) 

证 明 首先 我 们 研究 在 直线 上 的 投影 。 呐 量 41B, 是 同 
量 43 在 直线 8 上 的 投影 ， 回 量 4, 了 8 的 起 点 4 是 同 量 4B 的 
起 点 4 在 直线 g 上 的 投影 ， 而 终点 B1 是 问 量 4B 终 点 B 在 直 
线 g 上 的 投影 (如 图 237 ) 。 从 平移 性 质 ， 不 难 看 出 ， 相 等 
的 癌 量 具有 相等 的 投影 。 从 而 不 难 证 明 ， 疝 量 和 已 之 和 的 
投影 等 于 二 加 量 的 投影 之 和 。 事 实 上 ， 作 办 量 4B 等 于 向 量 
4 ， 然 后 作 问 量 8C 等 于 问 量 865( 如 图 238)， 则 以 Q 和 6 分 小 别 
表示 向 量 c 和 在 直线 8 上 的 投影 ,可 有 a =A,B,, vv =b,c,, 
由 此 悦 得 

a b=A,B,+BC=A,C,, 


a 237 。 


但 4;,C ,是 向 量 4C=C+5 在 直线 g 上 的 投影 。 


图 237 


显然 ， 向 量 4 屠 以 向 量 上 了 的 数量 积 等 于 向 量 a 在 包含 向 
量 志 的 直线 上 的 投影 a 乘 以 向 量 忆 的 数量 积 ( 如 图 239 ) ， 


图 239 


痊 此 ， 要 证 明 数 量 积 的 分 配 律 

(ai+b)c=ac+be, 
只 须 证 

(a+b)e 一 0c 十 jc， 
其 中 2 和 口 是 向 避 e 和 “分别 在 包含 向 量 c 的 直线 上 的 投影 
向 量 ， 此 等 式 可 直接 借助 于 28.15 的 性 质 来 验证 。 特 别 是 ， 
如 果 三 向 量 “、 上 加 、 “< 同 向 ， 那 么 ， 此 式 左 端 等 于 (1c| 十 
51 ) 1c!， 俐 右 端 等 于 Jal lc| 十 151 1cl， 两 者 显然 相 
等 。 如 果 向 量 a 和 “与 向 量 c 反 向 ， 则 两 端 均 为 负 ， 绝 对 值 
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相等 。 建 议 读 者 自己 考虑 其 它 各 情况 ， 验 证 等 式 成 立 。 
最 后 ， 我 们 借助 于 向 量 来 证 明 大 家 所 熟悉 的 两 个 定理 ，。 
设 4BC 为 一 个 三 角形 ， 可 有 向 量 等 式 
AB=CB~—C4. 
将 这 等 式 左 右 部 分 各 自 进 行 数量 积 可 有 
(AB)(AB)=(CB-CA)(CB-CA), 
应 用 分 配 律 于 右 端 ， 可 有 
(AB)YCAB)= (CB)I(CB)+ CACA) -2(CB)CA), 
即 |4BI?=|1CB}I:+1CA)j’?—2|CBIICAlcosC, 
这 个 等 式 就 是 大 家 所 熟悉 的 三 角形 的 余弦 定理 ， 
设 A4BCD 为 平行 四 边 形 ( 如 图 240 ) ， 可 有 向 量 等 式 
AB— AD=DB, 
8 s AB+ AD= AC, 
两 等 式 各 自 自 乘 ， 然后 相 
加 ， 可 得 
V 2(1A4B|’:+|4D!’) 
=|AC|’:+|BD|7. 
: 这 个 等 式 就 是 大 家 所 熟 
悉 的 定理 ， 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 平方 的 和 等 于 各 边 平方 的 
和 ， 
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了 十 


1，, 态 4,、4,、4;、4, 位 于 同一 条 直线 上 上， 并 且 点 4, 位 
于 4 及 4 之 间 , 而 点 4 位 于 4; 和 4; 之 间 。 射 线 4,4,、 
A4、A1A41、，、4,4;、4,4,、A4,4, 中 哪 几 条 辐 向 ? 
哪 几 条 反问 ? 


LO 


12. 


， 向 晤 a 与 向 量 4& 关于 点 0 对 称 ， 求 证， 商量 a 和 & 友 


问 。 


点 瑟 及 斑 是 平行 四 动 形 4BCD 的 对 边 4P 和 BC 上 的 


点 。 射 线 BE、CEBE、AF、ED 中 哪 几 条 同 向 ? 哪 几 条 
友 癌 ， 


.有 公共 起 点 的 两 条 射线 & 和 了 位 于 同一 条 直线 十 ， 试 


证 :如 果 两 条 射线 中 某 一 条 包含 另 一 条 ， 那 么 ， 两 条 其 
线 局 回 ， 反 之 ， 两 条 射线 反 回 。 


.证明 :; 对 任意 两 个 向 量 c 和 2， 都 有 


la+bl<lal+ 21. 


. 已 知 48C 是 一 个 三 角形 ，D 为 它 中 线 的 交 扣 。 试 证 回 量 


地 式 
DA+DB+ DC=0. 


. 已 知 48C 是 一 个 三 角形 ，D 为 它 的 中 线 交 点 ，0 为 三 角 
形 所 在 平面 上 任意 一 点 , 试 证 向 量 等 式 


OD=3(0A+ OB+OC). 


上 后 4 二 2， 4 4 是 正 姑 边 形 的 各 个 顶点 ， O 是 


下 44 边 形 的 中 心 ， 试 证 向 晤 之 和 ; 
OA, O04,+:…+0OA4,=0, 


如 果 由 间 曙 4， 了 ，*…，d 所 构成 的 图 形 有 两 条 对 称 


轴 ， 试 证 这 些 向 党 之 和 等 于 零 。 


， 同 量 4 和 65 均 非 零 商 量 ， 昌 不 共 线 ， 间 数 和 个 何 值 时 ， 疝 


县 2(4 一 2) 十 5 和 a(24 十 1) 一 5 夫 线 9 


， 癌 量 < 和 “ 均 漠 于 零 ， 且 不 共 线 。 问 数 4 及 & 何 值 时 ， 


问 量 eh 十 bu 和 alK 十 1)+6(1 一 4) 相等 ? 
44BCD 是 平行 四 边 形 ，4B 和 AD 为 其 两 条 邻 边 ， 玉 是 两 
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14. 


16., 


1 


条 对 角 线 的 交点 。 试 用 向 量 4B 和 4D 来 表示 向 量 BLE 各 
CE. 
已 卫 位 于 王 线 4B 上 。 试 证 向量 OX 由 向 量 4a =04 及 
b 二 OB 按 公式 

OA=Aa+{(1~ 14)b 
表示 出 。 式 中 数 4 与 点 在 直线 上 的 分 布 位 置 有 关 。 竺 别 
是 ， 恕 果 点 王位 于 4 和 了 之 问 ， 则 

0 
在 三 角形 4BC 的 边 BC 上 取 点 4,， 而 在 边 4C 上 取 点 
8B,， 线 段 44, 和 BB, 交 于 点 卫 。 如果 己 知 距离 比 


4D 
试 求 距离 比 攻 全 。 


. 在 三 角形 4BC 的 三 边 上 取 点 : 在 边 BC 上 取 点 4,， 在 


AC 上 取 点 B,, 人 在 4B 上 取 点 C,, 试 证 ， 如果 线段 4, 了 B， 
AiC, B,4, … 的 长 度 满足 关系 式 
AC, BA, C8, 


一 一 一 一 一 莫 ii es 四 时 


CB AC' BA 
则 直线 44，、 BB.. CC , 必 交 于 一 点 。 


设 向 量 4 及 5 均 异 于 零 ， 并 且 不 共 线 ， 斌 证， 如果 商 量 
< 满足 


1， 


ac=0, be=0, 
那么 疝 量 c 等 于 零 。 
试 证 ， 任 意向 量 4 及 5 都 有 不 等 式 
(cp) —a’'b’ 0, 
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18。 设 同 量 4 和 2 为 单位 向 量 ， 并 夹 角 为 60"， 试 求 向 里 
ia nb 

的 桩 。 

19。 坛 正 ; 六 玉 问 量 & 和 “不 等 ， 但 它们 的 模 相 等 ， 则 癌 量 
4 十 上 与 尚明 ea 一 5 得 走 ， 

20。 同 量 e, 和 e, 是 两 个 单位 向 量 ( 模 等 于 1 )， 并 旦 相 女 王 
直 。 试 证 : 任意 向 量 c 痢 可 用 疝 量 ce, 和 ey 按 公式 

人 


表示 出 。 
21， 以 回 量 e 和 疙 均 异 于 零 , 并 且 不 共 线 * 则 任意 向 量 c， 有 
5 一 40C 十 RD 
谋 明 ， 


1 一 cc) 一 (ab)CDc) 
ab:— (ab)’ » 


a’* (bc)— (ab)(Cac) 


Pb 
8$ 29. 三 角 


任 豆 角 三 角 范 数 的 定义 ”在 814 中 已 给 出 了 ， 当 0" 扫 “ 
<180 时 ， 三 角 臣 数 sinx、cosx、tgx 的 定义 。 现 在 我 们 来 
确定 任意 角 三 信函 数 的 定义 ， 当 “为 任意 数 时， 都 有 
sin(x+180°)= — sinx 

cos(x+ 180° a CE 
如 果 已 知 正 驴 和 余 沪 在 0" 过 >*<180。 时 的 值 ， 那 么 这 个 条 件 
可 Ed 余弦 之 仁 。 

内 实 上， 根据 ( 1 ) 中 第 一 公式 可 以 确定 x 从 0° 到 180° 

角 的 sinx 之 值 ， 回 时 也 ER 和 阴 的 sinx 之 
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值 。 我 们 用 这 个 公式 ， 进 而 还 可 以 确定 360" 委 xx 生 360?" 十 
180° 角 的 sinx 之 值 等 等 。cosx 的 值 可 借助 于 ( 1 ) 中 第 二 公 
式 来 确定 ， 只 须知 道 X 从 0 到 180° 角 的 cosx 之 信 。 函 数 tg% 
可 由 sinx 和 cosx 来 确定 。 即 
sinx 
COSX 
29.1 三角 函 数 sinx 和 cosx 是 以 360° 为 周期 的 周期 多 
致 ， 三 角 范 至 tgx 是 以 180" 为 周期 的 周期 函数 ， 
因而 ， 根 据 ( 1 ) 中 第 一 式 ， 有 
SIn(CX 十 360”) 一 一 Sin(XY 十 180?) 一 Siny 
这 公式 表明 ， 函 数 sinx 是 以 360" 为 周期 的 周期 函数 。 同 理 可 
硝 定 函数 cosx 的 局 期 性 。 如 果 (〈 1 ) 中 两 式 相 除 ， 即 得 
tg(x+180°)= tgx, 
即 菠 数 tgx 是 180° 为 周期 的 六 期 函数 ， 
通过 从 0" 到 180° 角 的 通 数 值 ， 可 以 求 出 sinx， cosx， 
tgx 的 一 般 表 达 式 。 当 x 为 任意 数 时 ， 有 
X=180°n+x’, 
其 中 4 为 整数 ， 而 x 介 于 0° 到 180° 之 间 。 根据 公式 
( 1 )， 了 图 数 sinx 和 cos x 的 角 x 可 化 为 小 于 180*， 函 数 变 
号 。 因 此 ， 当 为 奇数 时 
SinX*= sinx/’, CoOsxX= ~— cosx’, 
而 当 4 为 偶数 时 
SinX=siNnN Xs COSX=cOsx/, 
改 当 为 任意 数 时 


SInX= (~ 1) "sinx’, 


t 8gX 一 


Cos X=(—1)"cosx’, 


lig x%=ig x’, 


这 些 公式 可 以 把 %* 为 任意 数 的 sinx、cosx、tgx 的 函数 
值 ， 化 为 从 0? 到 180" 的 函数 值 。 
诱导 公式 “三角 函数 的 诱导 公式 建立 了 角 为 办 一 %、 
180° 土 X、90° 土 x 时 函数 值 之 间 的 关系 ,现在 求 这 些 公 式 。 
29.2 对 于 任何 角 x， 有 
sin(180° —x)= sinx, 
cos(180" —x)= — Cosx, 
当 * 为 从 0° 到 180°* 角 有 时， 在 814 中 已 证 明 过 ， 这 两 个 公 
式 对 任意 x 均 成 立 ， : 
当 Y% 为 任意 数 时 ， 可 以 得 出 
xX 一 180? 有 十 X 
其 中 对 为 整数 ， 而 0" 委 xz 过 180"。 在 814 中 ， 已 证 明 过 
sin(180°—x’)=sinx’”, 
cos(180° —x’)=— cosx’, : 
值 不 变 ， 当 % 为 衣 数 时 ， 其 信 变 号 。 等 式 的 右 端 ， 如 果 以 %* 
代替 xz“ ， 也 是 如 此 。 因 而 ， 当 x 为 任意 数 时 ， 可 有 


sin( 180° —%) = sinx, * 
cos(180°—X)= — cosx, 
两 式 相 除 可 得 


tg(180° —x)=—tgx, 
29.3 范 数 Sinx 和 tgx 是 奇 函 数 ， 而 函数 cosx 是 偶 函 数 ， 
这 就 是 说 ， 当 x 为 任意 数 时 ， 有 
sin(—X) = — sinx, 
tg(—%)=— tgx, 
Cos(—%)= Cosx, 
。244 。 


sin(180?-…X) 一 SinXy 
中 ， 两 端的 角度 各 加 180° 可 有 
Sin(360° —x%)=sin(180° +*), 
但 由 周期 性 z 
sin(360° — Xx)=sin(—~%), 
sin(180° 二 xX) = ~— sinx, 
因而 ， 
Sin( —X) = ~ sinx, 

辕 理 ， 借 助 于 cos (180° 一 x)= to 以 确定 ， 函 数 
cosy 是 个 函数 。 函 数 tgx 是 坷 函数。 可 由 两 式 
SInK 一 X%) = 一 Sinxy 
cos(—%)= cosx 

相 除 得 来 。 
29 .4 对 于 任意 X 值 ， 有 
SinC90° —X)=C05X, . 
Cos(90° — Xx) = sinx, 


Wd 


19(90 ~ Xx) er 


当 0* 志 x 之 90*， 上 述 公式 在 814 中 ， 已 证 明 过 ， 
现在 证 明 ， 这 些 公 式 对 任意 xX 均 成 并。 当 x* 为 任 党 数 
对 ， 有 
Xx 二 90°n+x’， 
其 中 4% 为 整数 ( 正 、 负 或 0 )，。 而 0° 志 x 委 90"， 对 角 关 成 
立 公 式 
sin(90° —X’')= cosx’, 


eIs(90° —x!)=sinx’, 
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如 果 2? 为 偶数 ， 在 上 述 公 式 内 以 * 代 蔡 x'。 此 时 每 一 公式 
的 两 端 或 者 均 保 持 不 变 ， 或 者 同时 变 号 ， 因 而 两 端 仍 然 相 
等 。 因 此 ， 
sinXx(90° ~ X) = COSX, 
CoOs(90° ~ x%)=sinx, 
如 果 为 奇数 ， 以 x 十 990” 代 兰 x’， 此 时 等 式 仍然 成 立 。 壬 
式 Sin(90° 一 x ) 二 cosx' 变 成 
sin(—X)= cos(Xx+ 90°)=— cos(x— 90°) 
. = 一 c0s{(90° —x), 
由 此 得 出 
cos(90° —~%)= sinx, (2) 
同 理 ， 在 公式 
cos(90 ”一 YY ) 一 Si1nX” 
中 ， 以 xx 十 90? 代 替 %， 可 得 
Sin(90° 一 和 %) 一 COSX 《3 ) 


《3 ) 除 以 (2 ) 得 
1 


tg(90° —X) gx 


三 角 沙 数 的 加 法 公式 ”三 角 函 数 的 加 法 公式 就 是 用 x 和 
3 的 三 角 函 数 表 示 x 十 y 和 x -一 5 的 三 角 函 数 的 公式 。 
29 .5 对 于 任意 x 和 y， 可 有 
cosS(X 一 y) 一 COSXCOSY 十 sinxsiny, 
cos(X 十 y) 一 COSXCoSy -- sinxsiny 。 
首先 ， 就 Xx 和 3 在 0 和 xx，3 < 委 180" 范 围 内 证 明 这 两 等 
式 。 如果 * 和 Jy 等 于 0° 或 等 于 180* 时 ， 那 么 两 公式 成 立 ， 
这 点 可 以 直接 验算 。 略 此 可 以 认为 
0°<%, YY<180 。 
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取 两 条 相互 垂直 的 直线 ， 它们 的 交点 OO 将 这 两 条 直线 各 
分 割 成 两 条 射线 ,在 两 直线 上 各 
标 出 一 条 射线 ， a; 和 a,《 如 图 
241) .以 射线 a 为 一 边 ,在 射线 a， 
所 在 的 半 平 面 上 作 角 (a1@) 等 于 
X《0<x<180")。 在 射线 ah、 
03、 a 上 截取 单位 辣 量 e,、 “2， 
2 一 4 十 PK 
我 们 求 4 和 4。 以 向 量 e, 数 
性 地 人 遍 乘 这 个 向 量 等 式 , 并 注意 ci 一 1,cie; 一 0，cei 一 cosxs 
可 得 4 一 cosx， 以 商量 效 性 地 这 先 这 个 等 式 ， 可 得 


i 二 cos(aa,), 


图 241 


z 
八 (人 在 X 委 90" 时 ， 
角 (eaa) 一 \z 一 90。 在 x 之 90° 时 。 
八 \ 
在 这 两 种 情况 下 ，cos( ga;) 二 sinx。 所 以 
2 一 ClCO8X 十 esSIDY 。 
以 射线 4 为 一 边 ， 在 射线 as 所 在 半 平 面 上 作 角 (440) 等 
Ty(0<y<180°), 并 在 这 角 的 边 上 截取 单位 向 量 e”， 有 
e 二 eCOSY+ essing, 
将 这 两 辐 量 等 式 数 些 地 乘 起 采 ， 可 得 
cos(aa’)=cosx cosy + sinx Sing 。 
全 
RN 1 在 x 之 y 时 ，， 
en ,= gy 一 X， 在 %< 之 y 时 ，。 
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在 这 两 种 情况 下 ， end emt 
由 此 可 以 得 出 
coS{X% 一 切 ) 一 COSY Cosy + sinx siny, 
现在 证 明 这 公式 对 于 任意 “和 yg 均 成 六 。 我 们 有 
%=180°m+x’, y=180°n+y’, 
其 中 志和 % 均 为 整数 ， 而 x* 和 yy 介 于 0* 及 180° 之 间 。 按 已 
VE 多 可 得 出 
Cos(x/—Yy’)=cosx cosy’ 十 sinxysiny 
在 这 等 式 的 左 端 ， 把 x 和 .7 分 别 换 为 多 和 4， 此 时 ， 如 果 
m 一 # 为 偶数 , 则 左 端 之 值 不 变 ,而 当 人 tw 一 和 4 为 奇数 时 , 左 端 之 
值 变 号 。 在 等 式 的 右 端 把 x 和 y 分 别 换 为 x 和 yy， 当 坝 十 
为 偶数 时 ， 右 端 不 变 。 而 当 tk 十 4 为 麻 数 时 ， 右 端 变 号 。 
注意 rw 一 各 十 1% 或 同时 都 是 偶数 ”或 同时 都 是 奇数 ， 因 
而 ， 可 以 得 出 : 当 xX 和 yg 代 痊 x 和 yy 时 ， 等 式 仍然 成 立 。 
故 29.5 中 第 一 式 对 于 任意 和 和 2 均 成 立 。 
因为 第 一 式 对 于 任意 x 和 29 均 成 立 ， 故 换 y 为 一 2 这 
第 一 式 仍 成 立 。 因 此 ， 可 得 
cos[Y 一 (一 1)] 王 cos%cogs( 一 8) 十 SinXsIn( 一 a 
注意 cosx 是 个 函数 ，sinx 是 霖 函数， 可 得 
cos(x+y)=cosxcosy — sinxsiny, 
因而 29.5 的 第 二 公式 得 证 。 
29.6 对 于 任意 x 和 y， 有 
sinx+Yy)= sinxcosy+ cosxsiny, 
SinCx—Yy)= Sinxcosy— Cosxsiny. 
证 明 公式 29,5 对 于 任意 %* 和 yg 均 成 立 。 Ea 5 的 二 公 
式 由 ， 换 % 为 % 一 90?"， 可 得 


eos(x+y~90°)=cos(x—90°)cosyg— sin(x— 90° )siny, 
cos(x—y—90°)=cos(x—90°)cosy +sin(x— 90°)sinys 
委 sin(x+ 9)=sinxcosy+ COsxsiny, 
sin(x—y)=sinxcosy— Cosxsing, 
29,7 有 如 下 公式 
tgX 十 { 
扫 (X 十 y) = Te 


tqx— tgy 


(g(x Y) = +igxtgy 


这 两 公式 可 由 29.6 中 的 两 式 分 别 除 以 29 .5 中 两 式 得 出 。 
其 
sin(X+ y) __ sinxcosy+ cosxsiny 
cos{x+y) cosxcosy— sinxsiny" 
以 cosxcosy 除 等 式 右 端的 分 子 和 分 母 ， 即 得 29 .9 的 第 一 式 
tgXxt+t z 
tg(x+y)= 人 
第 二 公式 可 由 类 似 的 方法 得 出 ， | 
二 俩 角 及 半角 的 三 角 函 数 公式 ”在 sin(xy 十 g)，ecos(x 十 
3)，tg(x 十 功 的 公式 中 ， 如 3 二 %， 则 可 得 下 列 二 倍 角 三 角 
测 数 的 公式 : 
29.8 sin2x=2sinxcosx, 
COS2xX= 008° Xx— sin’x, 
2t0gx 
1—tg x" 


tg(%+y)= 


(1g2x = 
因 sin:x 二 cos :x 二 1， 所 以 第 二 公式 又 可 写成 下 面 丙 个 


公式 : 


cos2X8 一 260S YX 一 1， 
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cos2x=1— 2sin’x, 
如 果 在 这 两 公 \ 式 中 把 * 换 为 亏 ， 并 解 出 cos 亏 和 sin 万 ， 
则 可 得 半角 三 角 函 数 公 式 : 


s_X 工 十 cosX 一 cosx ， 
-一 = 一 -一 -一 一 一 ， 
$1n 2 王将 2 


用 tg 万 表 Sinx 和 cosx 的 公式 如 下 : 


29.10 。 。， _ 2t9 7 , 
1 十 多 ?二 
fq? 
cox = 2. 
1+19 7 
实际 上 ， 
和 大 2sin 丁 cos 也 
SInyX 一 Zsinz cosF = 本 


CoOs ?+sin’ 7 


如 果 等 式 右 端 的 分 子 和 分 母 同 除 以 cos 二， 则 可 得 到 


2t8g 本 


Sinx 一 一 一 一 一 ， 
trl 
i tg 了 


同 理 可 得 第 二 公式 
‘250 。 


三 角 统 数 的 积 化 和 闸 及 和 总 化 积 公式 
29.11 对 任意 x 和 yY， 有 


COSXCOSY = [eos(x+ y) + cos(x—Yy) J 
sinxsiny = 2-[cos(x—y) ~— cos(x+y)] , 


sinxcosy ——7- [sin(x -ry) + Sin(x ~—¥)j。 


事实 上 ， 由 29.,5， 可 有 
coOsXcosy sinxsiny= cos (x— 1), 
COSXCOSY— sinxsiny= cos(x+ y). 
将 上 面 两 个 等 式 的 两 端 分 别 相 加 或 相 减 ， 可 得 
2cosxcosy= cos(x+y)+cos(x—y), 
— 2sinxsiny= COS(X+ YH) — cos(xX~—Yy), 


这 两 个 等 式 的 两 端 分 别 除 以 2 ， 可 得 
cosxycosg 一 元 [cos(x 二 y)+cos(x—y)], 


sinx sing 一 一 地 [cos(x+ y)— cos(x— yy), 


注意 第 二 个 等 式 右 端 前 面 的 系数 是 一 亏 ， 这 个 等 式 还 可 
以 写成 另 一 种 形式 


sinxsiny = 坟 Lcos(X—y)—cos(x+y)], 


按照 同样 方法 ， 利 用 29 .6 的 公式 ， 可 得 出 29.11 中 第 三 
A 
29 .12 对 于 任意 a 和 B， 可 有 


C 十 cos 


cos 十 CO0S 一 2C0S 


一 此 


sin= Se 


C& 二 BC- 一 6 
2 


COs 
yy 


COSC— COSB= 一 28Sin 一 一 


sinx 十 Sin 名 一 2sin 


—B 一 


Sinw — Sin8 = 2sin— COS 一 一 一 


事实 上， 公式 29.11 对 于 任意 X 和 ?# 均 成 立 。 在 第 一 式 
中 ， 代 


+ = y = 


训 得 
cos ecos® “一 6- 本 (cose 二 cosh), 


由 此 ， 可 得 
cosat cosp =2cos et Fcose at, 
再 把 
CQ& 十 1 _C 一 0 
2 
代入 29.11 的 第 二 公式 ， 即 得 29.12 的 第 二 式 。 代 
村 29.11 的 第 三 式 、 可 得 29.12 的 第 三 式 。 最 后 代 
x 一 8 _atp 


二 
"A 


于 29 ,11 的 第 三 式 ， 即 得 29.12 的 第 四 式 。 
正切 和 差 的 变换 公式 如 下 : 
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sin(&+B) 
贷 ie 
29 ,13 绍 " + tg = sncosB 


_ in Sin(C—B) 
tg%—193= cDOSQUeOS " 


toptt ~ sing sinp 
8 gh cos@ cospb 


Sinagcosb+ sinbcosa 
cosgcosb 


sin(g+ 6b) 


cosagcosp " 

同 理 可 以 得 出 第 二 个 公式 ， 

解 三 角形 在 $14 中 大 家 都 知道 ， 已 知 一 个 三 角形 的 三 
个 要 素 ， 利 用 正弦 定理 和 余弦 定理 就 可 求 出 三 角形 的 其 它 各 

个 要 素 ( 各 边 与 名 角 ) 。 现 在 我 们 再 指出 一 些 解 这 类 问题 所 

需 用 的 新 公式 。 

29.14 对 任意 一 个 三 角形 ， 有 
= Ra ， 


人 
2 be 


wu (p 一 b) (一 c) 
i 

公式 中 a、 6b、c 为 这 三 角形 的 三 条 边 ， 了 为 这 三 角形 周 长 
的 于， 即 户 一 和 士 了 二 2，4 为 这 三 角形 " 边 所 对 的 角 。 


证 明 ”根据 余 纺 定理， 我 们 可 以 得 出 


a =b’:+c’*—2bccosA, 
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由 此 ， 
0 一 (一 C) 十 25c(1 一 cos4)， 
a —(b—c)’=2bce(1—cosA), 


(a be atc oy ban dd 


2s 
住 巧 a+b 一 c=2(p 一 c),， a+c-b=2(p—b), 
即 得 
nan 二 一 (Pp—b)(p— ce) 
be S 
按照 同样 方法 ， i 以 得 到 29 .14 中 的 第 一 个 公式 ， 
这 里 须 从 下 面 等 式 开 始 ， 
al=(b+c)’—2bc(1+ cosA). 
29.15 任意 三 角形 的 面积 公式 为 


So= -besinA, | 


S 1 


S 一 /pp 一 a)fp 二 bj)Cp 一 ce (海伦 公式 ) 
事实 上 ,在 第 一 个 公式 中 ,bsin4 是 三 角形 c 边 上 的 高 h。， 
而 三 角形 的 面积 为 8 一 2， 第 二 个 公式 可 由 第 一 个 公式 得 
出 ， 有 
-地 besin A =bcesin 用 cos 贡 4. 
把 29.， 14 公 式 中 的 sin 扫 和 cos 雪 7 的 值 ， 代入 上 面 的 公 公 起 内， 


即 可 得 出 29.15 中 的 第 二 个 公式 
29 .16 三 角形 的 外 接 辆 半径 的 公式 为 


oS 


abc 


sp 
BR 一 


a 
2sinA ， I 4S。 
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公式 由 a、5、C 是 这 三 角形 的 三 条 边 ，4 为 a 边 所 对 的 
角 ， 8 为 三 角形 的 面积 ， 

根据 -$14 中 的 正 防 定理 ,可 以 得 出 上 面 的 第 一 个 公式 ,第 
二 个 公式 可 由 第 一 个 公式 推导 得 出 。 事 实 上 ， 


a abrc abc 


一 一 


29.17 三 角形 的 内 切 圆 半径 的 公式 为 
3 

Pp” / 
公式 中 p 为 三 角形 周 长 的 >，S 为 三 角形 的 面积 。 


。 事实 上 ， 设 4、B、C 是 三 角形 的 三 个 顶点 ，O 为 内 切 
圆 的 下心。 三 角形 4BC 可 分 成 为 三 个 三 角形 ， 人 048、 
AOBC 和 人 A 人 OC4， 它们 的 面积 之 和 等 于 $ 。 它们 的 面积 分 . 
别 为 


ar br 7 
2 
其 中 ?为 内 切 圆 的 半径 。 由 此 可 得 出 
S -4 十 “十 cr= 困 ， 
于 是 
> = 
p 


本 题 


1， 在 0" 到 360?" 范 围 内 ， 什 么 样 的 角 x 使 
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0) sinx>0; 6b) sinx<Uy,  ¢) Sinx 一 01 

2. 求 下 列 角 度 的 各 三 角 函 数值 ，845"、930"、3660 ， 

3. 角 120"、135"、150" 的 各 三 角 函 数值 等 于 多 少 ? 

4， 从 0 到 360" 中 ， 哪 些 前 满足 下 列 等 式 ，4) sinx= cosx; 
b) sinx= ~— COsx? : 

5. 用 sine 和 cosa 表 了 明 三 角 函 数 sin(270° 土 a) 和 cos(270° 土 
0 ) 的 值 。 

6， 用 Sinc 和 cosa 表 了 明 三 角 画 数 sin(990° 十 a) 和 cos(990° 十 
xz) 的 值 。 

7，ft8x 一 一 1， 人 而 cosX>0， 求 角 x (0 过 x 志 360°) 的 值 ， 

8. sjinx 一 0 .5， 而 cosYy>>0， 求 所 有 角 ， 

9. 查 三 角 函 数 表 , 求 值 。 sin20°20’30” 及 cos30"30 30”， 
另外 已 知 tgx 二 30 ， 求 锐角 Xx， 

10. 如 果 角 xx 和 .2 都 是 锐角 ， 并 且 X% 一 81， 求证 。 sinX 全 
Sinys COSXXLCOSY, 

11. 不 碍 三 角 函 数 表 , 求 下 列 三 角 函 数值 。 sin15° ,cos15°， 
tg15”。 

12. 试 证 明 ， 

sin3Y 一 3sinX 一 4sin3yx， 
cosS3x 一 一 3cosY 十 4cos3X， 


13. 证 明 ; 对 同一 个 三 角形 的 各 角 成 立 恒 等 式 


sind+sinB+ sinC = Neda ede ees, 


2 2 
cos 上 十 cosB+cosC 一 1+4sin 作 sin sin5 ， 


tgA+itgB+teC=tgAtgBtgC, 
14. 试 审 用 三 角形 的 正弦 定理 证 明 : 
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a+b “sD CC 一 P 2 
ec in | ce cos5 
15， 试 利用 正 张 定理 证 明 ， 
一 
二 eatB 


16， 证 明 ， 三 角形 的 内 切 圆 半 径 公式 


7 =(p—a )tg4， 
式 中 少 为 三 角形 辕 长 的 地， 4 为 三 角 形 的 边 4a 所 对 的 


角 ，。 


Es 


$30。 坐 标 法 

平面 直角 坐标 系 ”在 平面 内 ， 作 两 条 互相 阜阳 的 直线 
OX 和 CO7 , 即 仅 标 轴 (如 图 242 ) ， 两 轴 的 交点 0 滩 标 原 
a SU EE 称 其 中 一 个 半 轴 为 
正 半 办 ， 男 一 个 半 胡 为 负 半 轴 。 
以 原点 O 为 起 点 在 两 个 正 半 畏 了 上 
各 取 单 位 向 量 ， 在 半 轴 OX 上 取 
e1 ;在 半 轴 QQ 了 上 取 e，,， 

设 4 为 平面 上 任意 一 点 加 
量 04 可 用 基础 向 量 ec: 和 es 唯一 
地 表示 为 


+ .237 。 


aa 


OA=xe, +ye,, 
数 %* 和 J 叫做 4 点 的 直角 迪 卡 儿 华 标 ，x 叫 44 点 的 模 坐 标 ， 
y AA 护 的 纵 坐 标 。 

4 点 的 坐标 xx 和 3 可 用 简单 的 几何 作 图 求 作 。 过 4 点 作 
直线 平行 于 纵 华 标 轴 0Y ( 如 图 242 ) ， 这 条 直线 交 横 法 标 轴 
OX 于 某 点 4,。 点 4 的 横 坐 标 x 是 这 样 一 个 数 ; 它 的 绝对 值 
等 于 线段 04, 的 长 度 ， 并 是 当 4, 位 于 正 半 轴 了 时，yY% 为 正 ， 
而 当 4 ,位 于 负 半 轴 时 ，xz 为 负 。 如 果 点 4 重合 于 9， 则 模 
坐标 x 等 于 0 。 同样 可 确定 4 点 的 纵 坐 标 y。A4 点 的 局 、 纵 
坐标 ， 记 作为 4(x，3) 或 (x，3 )。 RE 
横 坐 标 总 写 在 前 面 ， 而 纵 华 标 写 在 后 面 ， 

在 直角 和 坐标 系 中 ， 坐 标 轴 把 平面 分 成 四 个 直角 即 四 个 象 
限 一 一 II， 工 ， 香 ， 了 (如 图 243 ) 。 在 各 象限 内 ， 扩 的 从 
标 符号 如 图 243 所 示 。 

* 加 ( 横 坐 标 轴 )》 上 操 
( 纵 坐 标 轴 ) 上 点 的 模 党 你 
等 于 零 。 原 点 的 横 坐 标 及 然 
坐标 均 为 零 。 

坐标 轴 X%* 和 y 所 在 平面 
称 xy 面 ， 这 个 平 画 上 任意 一 
个 以 x* 和 yg 为 坐标 的 点 ， 有 
时 简单 地 记 作 ( x*x，Jy ) 。 

如 标 过 和 乡 也 叫 迪 卡 儿 再 标 ， 这 是 用 法 国 著名 数学 家 过 
卡 儿 ( 1596 一 1650 ) 的 名 子 来 命名 的 。 

设 在 xy 面 上 有 两 个 已 知 态 A,(xi,y1) 和 A,(x,,Y;)。 我 
们 用 4 和 4 两 点 的 坐标 表 出 这 两 点 的 距离 。 
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图 243 


点 4, 和 4 ;之 岗 距 离 等 于 向 量 4,4, 的 模 。 向 量 4,4, 等 
于 问 量 04, 与 问 量 04, 之 差 ee 
A,4,=0A4A,—04,., 
但 
OA,=xiest+yies, OAf,=x,e,+y,e,, 
下 
交 (Wr eT 
将 此 式 进行 数 性 自习 ， 并 注意 e? = 二 e:= 1 ，eje, 二 0， 
可 得 \ 
(A.A4,)’=(x,—x,) 十 (8 一 0) 
这 个 等 式 的 左 端 等 于 A, 与 4, 距离 的 平方 ， 因 而， 可 得 ; . 
30.1 两 感 (Xx!，y,) 和 (x,，y,) 之 间 的 距离 公式 为 
d=(x2—x1)’+ (ys ~y1)’.。 
从 几何 观点 看 ， 这 公式 是 勾 股 定理 应 用 于 直角 三 角形 
4,4,4【( 如 图 244 ) 。 
设 4， (Xx1, y1) 和 4， (xs, yy) 为 xy 面 上 两 个 已 知 点 ， 
求 ， 把 线段 414, 分 成 加 : mm, 的 点 4 的 坐标 xx 和 3 he 
245 ) 。 解 这 感 可 利用 集中 于 点 4 和 4, 的 两 个 质量 Wi 和 入 3 
的 重心 定义 。 


iT Ti rT 外 


向 量 44, 和 向 量 44; 反 向 ， 而 它们 的 模 之 比 等 于 mn, 和 
了 之 上 比 。 故 有 柯 量 等 式 


AA1 1 44 0 
77 1 ni, 
然而 ， 
AA,=(x1~x)e ty —y)e,, 
AA,=(x,~xje, +(y, ~—y)e,, 
因此 可 得 
Si f 二 区 
(xl We + We + 2)。 十 他 W。 一 0， 
说; 入 ; o12 ， 117 ， 
由 此 向 量 等 式 可 得 出 
2 i Ns YY Yo 
1 LL mi 和 2 2 


自 这 方程 组 解 出 xx 和 乡 即 得 点 4 的 坐标 


112X1 十 说 1 区 My 二 My 
i 十， 1 十 说 ” 


图 的 方程 ” 设 在 平面 上 

给 了 某 条 曲线 7Y( 如 图 246) 。 

\ 方程 f(x,y)= 二 0 叫做 曲线 
的 方程 ， 指 的 是 ， 曲 线 Y 上 

x 任意 一 点 的 坐标 x*，y 部 满 
足 这 个 方程 ， 并 且 满 足 这 方 

程 f(x, y) 二 0 的 任意 一 点 
的 侍 标 %*， 当 必 在 曲线 7 上。 因此 平面 上 的 一 条 沿线 可 以 完 
全 由 它 的 方程 所 确定 ， 也 可 以 说 一 条 曲线 由 它 的 方程 给 出 ， 
在 几何 上 ， 常 常会 遇 到 以 下 两 类 题 ， 人 @ 根 据 曲 线 给 定 的 
几何 性 质 来 建立 曲线 方程 。@ 根 据 曲 线 给 定 的 方程 来 求 曲 线 
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Y 一 y 一 


图 246 


的 几何 性 质 ( 即 画 出 它 的 图 形 ) ， 

现在 我 们 研究 大 家 所 就 悉 的 曲线 -~ 一 圆 。 

设 A, (x。，J2。) 是 平面 xy 上 任意 一 点 ， 并 且 玉 是 任 疮 一 
个 正 数 。 试 建 六 以 4 为 圆心 , 以 丸 为 半径 的 圆 的 方程 ( 如 图 
247 ) 。 在 圆周 上 取 任 意 一 点 4(x，Jy)， 此 点 到 圆心 4 的 焉 
离 等 于 证 。 根据 30,.1， 点 4 到 4, 距 离 的 平方 等 于 

(x—Xx0) +(y—y) 
因此 ， 贺 周 上 每 一 点 4 的 坐标 (x， 引 必 满 足 方程 
(x 一 Xe) + (Y—y0) 一 及 一 0。 (1) 

有 反之， 满足 方程 中 的 任意 点 4 的 
坐标 (xX，) 必 在 这 个 圆周 上 ， 因 为 这 
些 点 4 与 圆心 4。 的 距离 等 于 及 ， 因 
此 ， 根 据 上 述 定义 ， 方 程 (1 ) 是 以 
点 A,(xo。 yo) 为 圆心 ， 并 且 以 及 为 半 
径 的 加 的 方程 、 | 

图 247 现在 我 们 研究 曲线 的 第 二 类 题 ， 

已 知 方程 
x’ 十 #7 十 2ax 十 2by 十 c= 二 0 

(a’+b’?—c >0), 

家 曲线 的 几何 竹 质 。 这 个 方程 可 写成 如 下 的 等 价 形式 。 
(x+a)’:+(y+b):— R= 0, 
R=MVa:+b’—c, 

由 此 方程 可 见 ， 井 线 上 每 一 点 (2， 幼 到 点 (一 0 _ 甩 的 距离 

均等 于 玉 ， 因 此 这 条 曲线 是 一 个 加 心 在 ( 一 a， 一 b) 上 、 半 

径 为 及 = a 十 b 一 c 的 四 ， 

举 几 个 应 用 过 卡 儿 坐标 解 题 和 证 明定 理 的 例子 。 

例题 动 操 到 两 定点 A, 和 A, 的 距离 之 比 等 于 c 关 I， 试 
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本 PT 一 和 i We i Tr re Pir -a CE a “Tp Ce 1 Cp ri ph Wi = 


采用 过 卡 儿 化 标 ; 取 点 4 为 
坐标 原点 ， 并 取 射 线 4 4, 为 x 
辐 的 正 半 输 《〈《 如 图 248 ) 在 直 朋 
坐标 系 中 ,点 4 的 学 标 为 (0,0)， 
而 点 4; 的 坐标 为 (da，0)， 其 中 
a 为 点 4 和 4, 的 距离 。 设 4 
(x%， 妇 为 所 求 轨 迹 工 人 年 
反 ， 点 4 到 点 4 ,和 有 4; 距离 的 平方 为 

x+y, (xX—a)’+y’, 
所 求 的 几何 罗 迹 方程 为 
和 二 


经 过 变换 ， 这 个 方程 可 化 成 


图 248 


和 二 24 Xx ee 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 一 个 圆心 在 x 轴 上 , 即 在 直线 A:A; 上， 


尝 径 为 [5 一 二 的 加 ， 


例题 ” 动 点 到 已 知 商 点 A, 和 A， 距离 的 平方 和 等 于 常数 
c (ce:> 全 个 下 )， 试 水 动 点 的 轨 连 . 


在 直角 坐标 系 中 ， 各 点 所 取 的 位 置 如 上 题 ， 所 求 动 扩 的 
轨迹 方程 为 z 
Xi:+y’ Fay ty = 一 C ， 
测 
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2 .2 
x?*+y*—axt+" =0， 


因此 所 求 轨迹 是 一 个 加 心 在 (一 -，0) , 即 线段 A,A, 的 中 点 ， 


半径 为 二 2c7 一 a7 的 如， 


在 813 我 们 研究 了 两 圆 相交 取决 于 它们 的 半径 RR, 和 及， 
及 圆心 跑 4 ， 应 用 誉 标 解 DN 现在 我 们 及 
解 这 类 题 。 
已 知 4, 和 4， 是 两 圆 的 中 心 ， 与 上 两 题 一 和 取 志 长 
直角 坐标 + 和 98。 两 圆 方程 为 
ss 
(XxX~d) +y =Ri, 
现在 研究 这 个 方程 组 ， 妇 果 两 个 圆 相 交 ， 则 方程 组 有 解 解 
就 是 这 两 个 贺 交 点 的 坐标 ， 原 因 是 这 个 解 同时 满足 第 一 个 方 
程 和 第 二 个 方程 。 如 果 两 个 圆 不 相交 ，, 则 方程 组 没有 解 。 如 果 
两 个 圆 相 交 , 那 么 交 扣 的 数 昌 等 于 方程 组 的 解 的 数目 。 因 此 ,两 
贺 相 交 的 问题 归结 为 方程 组 是 否 有 和 解 和 有 多 少 组 解 的 问题 。- 
两 个 方程 相 减 ， 可 有 
2dx—d’”=R?— 
由 此 可 得 
i 2 1. pin 
a se tk BR R: | 
把 x 什 代 入 第 一 方程 ， 可 得 


re (A Ey 


因为 这 里 所 谈 的 是 方程 组 的 实 解 ， 所 以 要 方程 组 有 和 解 ， 必 须 
。263 。 


满足 下 面条 件 ， 
2 2 _ * 
A 一 RE 一 (全 二 2 一 人) >0 


并 且 在 A> 0 时 ， 有 两 组 解 ; 而 在 A= 0 时 ， 只 有 一 组 解 。 
如 果 不 等 式 反 向 ， 即 A 之 0 时 ， 那 么 方程 组 没有 实 解 ， 即 两 
圆 不 相交 。 

上 上述 的 两 圆 相交 的 条 件 在 形式 上 与 定理 13.6 所 给 的 条 件 
不 同 。 但 是 ， 不 难看 出 这 些 条 件 是 一 致 的 。 因 为 


A = Ri~(R,~d)" L(+R) RE, 


设 Ri 之 RR,， 则 A 的 符号 只 依赖 于 R, 一 1R, 一 4 ， 因 此 当 
R>>1R; 一 d| 时 ， 两 副 相 交 于 两 点 ! 当 R< IR, 一 d| 时 ， 
隐 贺 不 相交 5 当 R,= |R,— d | 时 ， 两 圆 相 交 于 一 点 ， 即 两 
圆 相 切 。 

”看 线 方 程 建立 xy 面 上 任意 一 条 直线 的 方程 设 4，。 
(X09 y 6) 为 直线 上 某 一 点 ， 而 且 
: z 久 一 0C1 十 De 
为 垂直 于 直线 的 一 个 向 量 《 如 图 
249)。 在 直线 上 取 任 意 一 上 感 4(x,Y)， 
则 

A,A=04-04, 
, =(X—Xo)esrt (y—Yo) ee 
图 249 注意 (4,。4)n= 0， 可 得 直线 方 程 
(x-—xo)at+ (y—y,)b= 0, 


油 
axi+byt+c= 0, c=—(ax, +by,), 
因此 任意 一 条 直线 都 有 一 个 一 次 方程 或 线性 方程 。 
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现在 我 们 证 明 ， 任意 一 个 线性 方程 必 是 某 一 直线 的 方程 ， 
设 ax+by+ c=0 
是 已 入 的 线性 方程 ， 取 这 个 方程 的 某 组 解 x,， yos 例如 ;， 当 
4 天 0 时， 可 取 y。 为 任意 数 ， 然 后 由 方程 解 出 x,。 如 果 
6 关 0，x%o 可 任意 取 , 而 y。 由 方程 解 得 。 两 系数 ac 和 ?不 能 都 
才 丁 零 ， 原 因 是 ， 如 果 它 们 均 为 等 ， 那 么 < 一 0， 我 们 就 没 
有 方程 ， 向 是 一 个 人 恒等式， 
”这 时 我 们 有 
axot+ byo +c=0, 
供 助 于 这 个 等 式 ， 原 给 方程 可 写成 如 下 形式 ， 
ca(Y 一 Xo) 十 六 (8 一 9) 一 0 。 
这 家 朋 向 量 
n=ae!i+be, 
与 问 量 
(XxX—Xo)ert+(y—yo) es 
互相 下 家。 这 后 一 向 量 是 两 向 量 04 和 O04, 之 差 ， 而 4 是 以 
(Xo, Yo) 为 坐标 的 扣 ， 凡是 以 (2 幼 为 坐标 的 点 、 因 此 ， 所 
有 满足 已 知 方程 的 (x，y) 所 代表 的 点 必 位 于 过 4。 点 ， 且 和 
多量 ”垂直 的 直线 上 。 结 论 得 证 ， 
-如果 在 直线 方程 
ax+t+by+c= 0 
中 有 a?~ .bm 1, 划 称 这 类 直 线 方程 为 法 线 方程 。 方 程 左 
端 ax 十 by 十 c 有 简单 的 几何 意义 。 如 果 在 这 式 中 以 直线 外 一 
所 4(x，#) 的 坐标 代入 之 ， 那 林 所 得 数 的 绝对 值 等 于 点 A 到 
直线 的 距离 ， 
事 关 上 ， 如 上 所 述 ， 直 线 方程 可 写成 
(xz 一 xzo)4 十 (一 go)5 一 0 


或 (444)78= 4， 
其 中 4, 是 直线 上 以 (xo。，yo) 为 坐标 的 点 ， 而 向 量 
8 一 0el 十 六 e，。 
因为 a 十 引 二 1， 所 以 n= 二 1 ， 即 % 为 垂直 于 直线 的 单位 回 
量 〈 如 图 250 ) 。 对 于 直线 外 的 任意 一 点 4(x，y)， 数 
(AoA)n=(x—x0)at (yy 
一 0X 十 2 十 c 
的 绝对 值 是 线段 4,4 在 直线 的 素 
直线 上 的 投影 ， 即 点 4 到 直线 的 
距离 。 结 论 得 证 ， 
下 面 我 们 就 直线 方程 
图 250 | ax+by+c=0 
的 某 些 特殊 形式 来 畴 直线 对 坐标 


轴 的 相关 位 置 ， 
1， 4 = 0 ， 此 时 直线 方程 可 写成 


We 


lo 


因此 ， 直线 上 的 所 有 点 具有 相同 的 纵 坐 标 一 2-， 可 网 直线 


必 平 行 于 x 轴 。 特别 是 ,如 果 c= 二 0, 那 么 ， 和 宣 线 秆 合 于 x 轴 ， 

2. 上 二 0 , 同 理 ， 直线 平行 于 y 轴 。 而 当 oe 二 
线 午 合 于 y 轴 ， 

3。 Cc 二 0， 直线 经 过 原点 。 因 为 ， 当 c= 0 时 ， 原点 
坐标 (0。0) 永 远 满足 直线 方程 ， 

设 直线 方程 的 三 个 系数 都 不 等 于 零 ( 直线 不 经 过 原 所 


不 平行 于 * 轴 ， 也 不 平行 于 y 轴 ) 则 直线 方程 乘 以 -二 ,并 令 
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e 
~ =a,—- ph, 


则 可 将 直线 方程 化 成 
x z 
un 1 。 
这 种 形式 的 直线 方程 的 系数 具有 简单 的 几何 意义 :不 计 符 
号 ，0 及 8 等 于 直线 截 两 坐标 轴 所 得 钱 段 之 长 。w 和 有 是 7x 
和 3# 轴 的 堆 距 。 我 们 称 这 类 方程 为 直线 的 截 距 式 方程 ， 
事实 上 ，Y 轴 〔(# = 一 0) 交 直 线 于 点 (ay， 0) ， 而 2! 办 
(x = 二 0) 交 直线 于 点 (0，8)， 
如 果 在 方程 ax 十 by 二 c= 二 0 中 系数 5 关 0， 则 可 从 方程 
y 一 /十 了， 
这 个 方程 中 ， 系 数 和 和 上 具有 简单 的 几何 意义 。 系数 1 是 已 
知 直线 在 y 轴 的 截 距 ， 而 系数 kx， 是 直线 对 x 轴 的 倾角 的 正 
” 切 ( 或 称 直线 的 斜率 ) 。 这 类 方程 称 为 截 斜 式 方程 。 
直线 方程 解法 的 例题 求 过 点 A:(xk,yi) 的 任意 直线 方 
程 ， : / 
” 设 
ax-+byi+c=0 
为 所 要 求 的 方程 ， 因 为 直线 经 过 A1(X1，41)， 所 以 得 出 
axi:++by: tc=0 
由 此 解 出 c。 并 代入 直线 方程 中 ， 可 得 
a(x—X1)+b(y—y1)=0, 
这 就 是 过 已 知 点 41(x1，y1) 的 直线 的 一 般 方程 ， 点 4, 的 学 
标 (X1s Ys) 永远 满足 这 个 方程 ， 
求 过 已 知 两 点 A,(x,，y,) 及 A,(x,，y,) 的 直线 方程 。 
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因为 直线 过 4,， 所 以 直线 方程 可 写成 如 下 形式 : 
ZX 一 Xi) 十 D08 一 8 一 0。 

叉 央 卫 线 过 点 4 ,(x,， Y2)s9 小 

: a(xa~—X1) Toy 91)= 0 

由 此 可 得 : 

se ds 


d 
b ee 


并 且 所 要 求 的 方程 为 
二 
XX yy 
求 以 A ,xis yi)，A:(X Y,), A,(X;, Y ;) 为 项 点 的 
三 角形 的 面积 ， 
上 述 过 4, 和 4, 两 点 的 直线 的 方程 可 写成 
(xX—X)Y2 yyY—Y1 (XX )= 0, 
将 这 方程 除 以 : 
. d 一 A/( 纪 一 7)5 直 (xX 一 2 ) 2 
可 得 法 线 方程 如果 以 顶点 4;(x*3，。y,) 的 坐标 代 这 个 法 线 
方程 左 端的 x 和 yy 、， 所 得 的 绝对 值 就 是 由 点 4 到 直线 4,4， 
的 垂直 距离 ， 即 为 三 角形 自 顶点 43: 到 对 边 414, 之 高 hh， 因 
此 


OO 


M (8 一 8 十 (Xi 一 和 3) 
但 三 角形 的 底 边 4,4,; 等 于 d ， 故 三 角形 4,4,4, 的 面积 为 


S= 7 |x —x) (yy ) -Cys yx xX). 
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设 已 知 两 条 不 同 直线 的 方程 
8IX 十 by 十 Ci 一 0， 


* 208 。 


a)X 十 by 二 ec 一 0。 
试 求 两 条 直线 平行 的 条 件 ， 并 求 两 条 直线 垂直 的 条 件 ， 
我 们 知道 向 量 xi: = cxel 十 Die: 垂直 于 第 一 条 直线 ， 而 
向 量 ,= 二 a,e1 十 b,e; 垂直 于 第 二 条 直线 。 洲 滑 条 直线 垂 
下， 则 两 向 量 2 和? 垂直 ， 从 而 它们 的 数 积 为 0， 即 
aas+b.b,= 0., 
反之 ， 如 果 这 条 件 成 立 ， 那 么 商量 #, 和 ,各 站， 从 而 两 条 直 
线 垂 百 。 
如 党 两 条 直线 平行 ， 那 么 两 向 量 刀 和 ?应 共 线 ， 改 
icxi 才 pices 一 人 cei 十 aez)y 


出 此 可 得 
好 1 Pi 
a2 bs° 
反之 ， 如 果 后 一 条 件 成 立 ， 那 么 向 量 n 和 nn, 共 线 ， 从 而 两 条 
直线 平行 
总 之 ， 两 条 直线 平行 的 条 件 为 
Ri hb， 
8R3 pa 
两 条 直线 下 直 的 条 性 为 


aa,+b,b,=0, 
求 过 点 Ai:(xi，yi;) 并 与 直线 
8 十 by 十 c 一 0 
平行 的 直线 方程 。 
不 管 什么 数 4 关 c， 直 线 
ax+by++i=0 
总 与 所 给 直线 平行 ,; 取 4 使 这 个 方程 在 x =x, ,y=y, 时 满足 ; 
axst+byt+A= 0, 
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由 此 可 得 
A=—axi~— by 

所 求 的 方程 为 z 

a(x—X)+b(y~y,)=0. 

求 过 点 A,(x:，。 了 1:) 尖 各 直 于 直线 


axX 十 by 十 ec 一笑 
的 直线 方程 。 
对 于 任 澡 4， 直线 
bx—ay+A=0 


生 直 于 所 给 直线 ， 取 以 使 这 个 方程 让 X=X1y :sz 时， 就 
得 所 求 的 方程 
blx~x)—a(y—y,)=0. 

运动 方程 ” 按 运 动 的 定义 ， 运 动 是 平面 自身 保存 距离 的 
相互 单 值 映 象 。 在 平面 上 引用 迪 卡 儿 坐 标 x,g。 设 4(x*g) 是 
平面 上 任意 一 点 ， 且 4'(x’,y ) 是 经 过 运动 后 的 对 应 点 。 我 
们 来 求 用 oo 来 表示 4 人 点 的 举 标 x',y' 的 公 
式 ， 这 些 公式 叫 运 动 公 

我 们 从 最 简单 的 运动 一 关于 直线 的 对 称 开 始 ， 引用 人 
标 x 、y， 并 取 y 轴 为 对 称 轴 ， 按 对 称 的 定义 ， 直 线 447 告 
. 家 于 对 称 轴 ( gy 轴 ) ， 故 44/ 平 行 于 x 轴 ( 或 重合 于 x 轴 )， 
可 见 点 4 和 A' 有 相等 的 纵 举 标 ， 即 y'=y。 又 点 4 和 4 位 于 
对 称 轴 的 两 侧 并 与 对 称 轴 等 忠 ， 故 x 和 x 的 绝对 值 相等 ， 
符号 相反 ， 即 yx“ 一 一 x， ed 狂 对 称 时 

XX y | 

现在 研究 关于 点 的 对 称 。 pe 称 中 心 ， 根 
据点 对 称 的 定义 ，0O 为 对 称 中 心 ， 射 线 O4 和 射线 0A’ 是 相 
计 的 ， 江 且 线 段 04 等 于 线段 04’, 因此， 向 量 04 和 问 量 
270 。 


04A’ 互 为 反 向 量 ， 有 
OA=xe, +ye,s OA’=x’e, +y’e,, 
因为 向 量 O4 与 向 量 047 互 为 反问 量 ， 故 
让 人 y’=—Y。 

再 研究 畔 黎 。 设 经 过 平移 ,坐标 原点 0 变 为 点 0 和 (a,5)，。 
根据 平移 的 定义 ， 疝 量 OO 和 向 量 44' 是 共 线 的 ，. 并 且 它 们 
的 模 相 等 。 设 点 4 不 在 直线 OO 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 图 形 
00'4'4 为 平行 四 边 形 ( 28,3)， 改 向 量 00' 和 向 量 44” 同 
辐 ， 因 而 必 相 等 

(Xx —Xx)eT (yy —y)e,=ae,t+be,, 
由 此 可 得 
% 一 X 一 0 Yy ~Yy=b, 
或 X=x+as 3 一 8 二 六， 《2) 

如 果 点 4 位 于 直线 O00 上。 则 在 00 外 取 一 点 4 
A,414'A 为 平行 四 边 形 ， 故 向 量 4,4! 等 于 向 量 44’。 又 头 
向 量 00 等 于 向 量 4,41{， 故 向 量 OO 等 于 向量 44 ,由 
此 得 到 公式 ( 2 ) 。 总 之 ， 如 果 经 过 平移 ， 华 标 原点 0 变 为 
点 (a，b)，、， 则 运动 方程 由 下 列 公式 给 出 

XxX’ =XxX+a, y=y+b, 

最 后 ， 我 们 研究 绕 华 标 原 点 的 转动 。 经 过 转动 ， 只 标 向 
最 e, 及 e; 交 为 向量 es 及 ef 。 因 为 转动 保存 距离 和 有 角 ， 故 向 
量 ef 和 es 均 为 单位 向 量 ， 并 且 互 相 垂 直 。 向 量 ef 和 el 可 
用 疝 量 es 和 e: 表 示 为 

ef 一 ae 十 Be el=7ert+6es, 
因为 向 量 ef 是 单位 向 量 ， 故 wx: 十 8 一。 因此 ， xc 和 有 可 
表示 如 下 ， 名 
ag=cosq, f=sing, 
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其 中 中 是 某 一 个 和 角 。 自 于 经 过 转动 ， e: 和 ef 的 炎 角 等 于 ec: 
和 e? 的 夹 角 ， - 故 
ele,=e!@,, 
即 0 于 % 一 COS 中 。 
由 此 可 见 ， 角 申 具有 简单 的 几何 意 . 义 ， 即 e, 和 et 的 夹 角 
( 转角 ) 。 因 为 ， 向 量 e! 和 向 量 e! 疏 吉 ， 故 
eie’~=~ay+b6= 0,， 
即 Ycosqgt+ singcosm== 0， 
由 此 可 得 Y 一 一 Sing。 
总 之 ， 
e! 一 CO0sqe1: 十 Sinpe，， 
es = singe, + cosqe,., 
现在 设 经 过 转动 ， 点 4(x。9) 变 为 点 4'(x/,，y’)。 有 
OA=xe,+ye,, 
OA’=hAe! + Kes, 
因为 转动 与 任意 运动 一 样 ， 总 保存 射线 间 的 夹 角 ， 故 疝 
量 04 与 向 量 ef 和 ef 之 夹 角 分 别 等 于 向 量 O4 与 向 景 ey 和 
62 之 愉 角 。 故 (Cd)ei==(044)ef， 即 1 一， 同 理 y=y 
下 十 
OA’=xe! + ye!, 
以 ce! 二 cosqes 二 sinpe, ，。e! 二 一 sinpe, 十 cosme, 代入 上 式 ， 
可 得 
OA’=(xcosp—ysing)est+ (xsing+ ycosyp)e,. 
义 因 OA’=x’e, 十 ye,。 故 
: x 二 xXxcosp — ysiny, 
y =xSing + ycosg, 
这 就 是 转动 时 的 运动 方程 。 
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空间 向 量 及 空间 符 标 ， 空间 向 量 和 平面 向 量 一 样 指 的 是 
方 癌 线段 。 它 们 可 借助 于 平移 来 确定 向 量 相等 的 概念 ， 并 证 
明 相 等 传递 性 的 性 质 。 和 平面 向 量 一 样 ， 我 们 能 确定 空间 向 
量 的 模 和 方向 ， 可 以 证 明 具 有 等 模 同 向 的 向 量 相等 。 和 平面 
向 量 一 样 ， 我 们 能 给 空间 向 量 的 加 法 下 定义 ， 并 证 明 结合 和 
和 交换 律 ; 给 数 积 空间 向 量 的 乘积 下 定义 ， 六 证 明 这 种 溢 积 
的 性 质 ， 结 合 律 和 两 种 分 配 律 ， 还 给 空间 向 量 的 数 性 积 下 定 
” 义 ， 并 证 明 分 配 律 。 

平行 于 某 一 直线 的 空间 二 向 量 电 做 共 线 向 量 。 平 行 于 某 
一 平面 的 空间 三 办 量 叫 做 共 面 向 量 。 如 果 向 量 ec 和 了 基线 并 
且 向 量 a 关 0， 则 向 量 5 可 有 唯一 的 表示 法 

b = ha2, 

如 果 三 向 量 a。、5、c 共 面 ， 而 向 量 4 和 了 均 异 于 艺 ， 

且 不 共 线 ， 则 向 量 c 可 有 唯一 的 表示 法 
5 一 42C 十 1 

为 了 证 明 这 条 性 质 ， 我 们 首先 取 三 向 量 a’、b'、c' 使 其 

位 于 同一 平面 并 分 别 等 于 向 量 a、5、c， 则 
5C 二 ha 十 wb’， 
再 把 2 、2g“、c“ 换 成 和 它们 相等 的 向 量 a 、4b 、c 即 得 证 ， 

空间 向 量 的 下 述 性 质 是 新 的 . 设 向 最 a、b、c 均 异 于 
付 ， 且 不 共 面 。 则 任意 向 量 d 可 叭 一 地 表示 为 
d= 二 Xa 二 hb 二 + ve. C3.) 

事实 上 ， 我 们 从 任意 一 点 0 
引 向 量 O04、0B、OC 、OD 使 其 
分 别 等 于 向 量 a、5b5、c、d 
( 如 图 251 ) 。 过 刀 点 引 直线 平 
行 于 04, 此 直线 交 疝 量 OB 和 0O5C 图 251 


所 在 的 平面 于 某 点 也/ ( 因 癌 量 a 、D。c 不 共 面 ) ， 我 们 
有 问 量 等 式 
0D=0OD’+D’D. 
由 于 癌 量 D’D 与 同 量 4 是 共 线 的 ， 改 
D’D= a, 
丸 由 于 向 量 OD’'、5、cC 是 共 面 的 ， 政 
口 万 “一 此 十 ycC。 
出 此 可 得 
d=0O0D=iat+ub + Ye, 
现在 证 明 这 种 表示 法 的 唯一 性 。 假 定 有 男 一 个 表示 法 
d=A’ai+u’biYy’c, (4) 
(4 ) 减 (3 )， 可 得 
(47 一 人) 十 (一 上 8 十 (YY 一 V)c 一 0。 
取 a 为 垂直 于 向 量 了 和 的 一 个 非 零 癌 量 ， 则 以 a' 数 性 地 乘 
这 个 等 式 ， 即 可 得 
(4 一 4)acd 一 0， 
但 因 向 量 a 、5、c 不 共 面 ， 故 向 量 4 与 向 量 2 “不 垂直 ， 从 
而 aa’' 关 0， 因 此 4 一 4== 0 。 同 理 k' 一 k= 0，Y 一 v=0， 
唯一 性 得 证 。 站 
和 平面 迪 卡 儿 坐 标 一 样 。 我 们 可 引进 空间 这 卡 儿 坐标 ， 
取 三 个 相互 垂直 的 平面 一 一 华 标 面 ， 它 们 相交 于 三 条 相互 惧 
直 的 直线 一 一 坐标 轴 。 坐 标 面 的 交 拟 称 坐 标 原点 。 原 扣 将 每 
一 个 坐标 轴 分 成 两 个 半 币 ， 在 每 个 坐标 轴 上 各 取 一 个 半 轴 ， 
然后 在 这 些 半 轴 上 各 取 单 位 同 量 e,、e，、e3 (如 图 252 ) 。 
设 4 为 空间 任意 一 点 ， 由 于 同 量 ce:、e，,、63 均 异 于 
零 ， 并 且 是 不 共 面 的 ， 故 疝 量 04 避 了 唯一 地 表示 如 下 ，: 
OA=xe, Tye,t re,, 
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数 x、g、2 冲 做 点 4 的 下 
角 过 卡 儿 鸡 标 ， 

和 平面 一 祥 ， 我 们 可 以 
证 明 室 间 两 点 入 (xi yly za) 
和 B(x,,y,;Z,) 的 距离 4 公 
式 为 


图 252 d: 一 (X， 一 Xi)2 十 (7 一 yi) 
二 (2, 一 Z,)“、 
确定 空 何 沿 面 方程 的 方法 与 确定 平面 上 曲线 方程 的 方法 


相间。 
以 4u(xzo Yo 26) 为 球 心 ,并 以 了 为 半径 的 球面 方程 为 
(x—xX0o) 十 (7y 一 yo) 十 (z 一 Z, 六 一 中 =0., 
空间 的 任何 平 而 的 方程 为 一 次 方程 或 线性 方程 : 
2XY 十 78 十 cz 二 dd 一 0。 
反之 ， 任 意 一 个 这 类 方程 必 是 某 一 平面 的 方程 。 
ee 光线 所 确定 ， 如 果 
fi(xs y, xX)=0, f(xX, Ys 2%)=0 
是 两 个 曲 击 的 方程 ， 并 且 相 交 于 荣 一 条 曲线 ， 则 方程 组 
: ph yy» z)=0, 
fi( Xs, Yy， 2)=0. 
是 该 曲线 方程 ， 
然而 ， 商 个 平面 的 交 线 是 一 条 直线 ， 内 此 、 空 间 内 的 一 
条 直线 可 以 用 线性 方程 组 
nik so 0 ， 
ZJXY 十 D 3 十 cz 十 Cd 一 40。 
来 表示 。 已 知 的 直线 同时 经 过 上 述 两 个 不 同 的 平面 。 
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习 题 


,xy 加 上 满足 下 列 等 式 的 点 (x，。y) 位 于 何 处 。 
1 ) |x|= a; 
2) |x|= |y|? 


2，xga 面 上 满足 下 列 不 筹 式 的 点 (zy，2) 位 于 何 处 


1 ) |x| 之 a; 

2) |x|<a, lyl<b? 

. 求 点 4(xX，y) 关 于 x 轴 、g 轴 、 坐 标 原 点 的 对 称 点 的 

坐标 、 

、 如 果 坐 标 原 点 变换 为 4,(x。，y。o)， 而 坐标 向 量 e， 和 。， 

不 变 ， 问 点 4(x，y) 的 坐标 上 怎样 变化 ? 

。 取 平面 直角 坐标 的 横 轴 和 纵 轴 为 正方 形 的 对 角 线 (对 角 

线 长 等 于 2 ) ， 试 求 这 个 正方 形 各 边 中 点 的 坐标 。 

。 已 知 (Xiy， 3 0) 《X29 J (X33 9 ;) 是 在 同一 条 站 线 上 

的 三 个 点 。 怎 样 知 道 ， 其 中 哪 一 点 在 另外 两 点 之 间 ? 试 

证 明 ( 一 1，0)，(0，1)，(1，2) 是 在 同一 条 直线 上 的 三 

个 点 ， 并 且 点 (0， 了 DD) 在 点 (一 1，0) 和 点 (1，2) 之 间 ， 

， 如 何 求 轴 上 与 两 点 4(4xs，2) 和 了 (xz ，32) 等 距离 的 

点 的 坐标 ? 试 以 4(0，a)，B(56，0) 为 例 , 说 明之 ， 

,已 知 三 角形 各 项 点 的 坐标 ， 怎 样 求 这 个 三 角形 外 接 加 加 

” 心 的 坐标 ? 试 以 顶点 的 举 标 4(0,a)，B(5,0)，C(0,0) 

为 例 ， 说 明之 。 

， 已 知 一 个 等 边 三 角形 4 了 C 中 两 个 顶点 4 和 了 的 党 标 ， 试 
癌 如 何 求 第 三 顶点 的 储 标 ? 试 以 A(0，a)，B(a，0) 为 

例 , .说 明之 。 、，. z 
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10. 


1i. 
12. 
13. 


14. 


LS: 
16. 


Ls 
”车 扩 的 坐标 可 由 下 面 公式 表示 ; 


18. 


已 知 一 个 正方 形 4BCD 的 两 个 相对 顶点 的 坐标 ， 如 何 求 
另外 两 个 顶点 的 吾 标 ? 试 以 .4(c，0)、C(0，c) 为 例 ， 
说 明之 ， 四 

如 果 三 角形 4BC 是 一 个 直角 三 角形 ， 角 C 为 直角 ， 试 问 
这 三 角形 的 三 顶点 的 坐标 应 满足 什么 料 的 条 件 ? 

如 果 三 角形 4BC 中 角 4 大 于 角 C， 试 问 三 角形 4BC 中 
三 顶点 的 坐标 应 满足 什么 祥 的 条 件 ， 

已 知 四 边 形 4BCD 各 顶点 的 坐标 , 试 间 如 何 确 定 这 个 四 


边 形 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ? 


a 对 于 任意 实 数 a1，、4a，、as、b1、5,、bs 下 面 不 

等 式 成 立 ; | 

Mar—a) +b —b0,) + (em—as)’ +(b1—bs)" 
PMV(la-a) to Db,)’, 

并 指出 与 此 相应 的 几何 定理 . 

已 知 平 行 j 四 边 形 中 三 个 顶点 的 坐标 为 ， 2 二 

2 )，(x3y g3)， 试 求 第 四 个 顶点 及 中 心 的 坐标 。 

已 知 三 角形 各 顶 点 的 坐标 为 ， (rs 1 1 )， (xy #2), 

(x:，8s ) 试 求 这 个 三 角形 三 条 中 线 交 点 的 坐标 ， | 

试 证 明 4 过 两 点 4,(x,，y1) 和 4,(x。，92) 的 直线 上 任 


: X= x, TT(1— 1)xX,, 
y=hyi 二 (1— 1)y,, 
问 什 么 样 的 参数 值 1 对 应 线段 4,4, 上 的 各 所 ? 
如 果 
1)a=0;2)b=0;3)c=0,， 
4)a=0, b=0; 3 ) a = 0， c=0}; 
6)b=0, c=0° 


i es i , i 和 Te 


1 ， 


28, 


24. 


42. 


2 


问 克 

x +y +2ax+2by+ c= 0 

(a:+b’—e>0) 
痊 平 面 直 角 坐 标 系 中 ， 其 位 置 的 特征 如 何 ? 
证 天 :， 如果 辕 的 方程 
x 二 y: 十 ax 二 +by+c=0 
(C +b’—4c>0) 
的 左 端 代入 这 个 圆 域外 任意 点 的 坐标 ， 那 么 所 得 的 值 就 
是 从 这 点 到 图 所 作 切 线 的 长 度 平方 ， 
已 知 站 线 方 程 + 十 y 一 c 二 0 和 圆 的 方程 x* 十 yg" 二 1， 
癌 “为 何 值 时 ， 直 线 与 加 有 两 个 交点 ?Y 直线 与 圆 相 切 ? 
章 线 与 园 央 不 相交 ? 
履 
Xi 二 12 十 0 YX 十 六 3 十 c， 一 0 (ax 二 8 一 4c1 人 >0)， 
wz 十 121 二 CoX 十 六 8 十 cy 一 0 (as+bi—4c,>0) 
是 两 个 相交 的 贺 的 方程。 证 明 ， 过 这 两 个 已 知 图 的 两 个 
交点 的 任意 圆 的 方程 为 
Kxz2 十 2 十 CUX 十 六 2 十 ci) 

十 KKX +y’+ax+byt+c)= 09 
式 中 4 和 kk 是 十 个 常数 . 
求 出 过 两 已 知 圆 的 两 个 交点 和 点 (ze go) 的 圆 的 方程 。 
求 型 过 两 已 知 几 的 两 个 交点 的 直线 方 和 看。 
证 明 ， 平面 直角 坐标 系 的 两 个 坐标 轴 和 两 轴 夹 角 的 两 条 
平分 线 都 是 已 知 方程 

X 十 扩 一 工 

所 表 了 曲线 的 对 称 轴 ， 而 原点 是 这 曲线 的 对 称 中 心 。 
已 知 两 条 曲线 Y: 和 7Y; 的 方程 为 


LI 着 2s 


f(x,y)=0, f(xsy) tar+ byt+e=0., 
证 明 ， 这 两 条 曲线 的 交点 ( 如 果 它 们 有 交点 ) 位 于 同一 
条 直线 上 。 
24. 证 明 ， 方程 
42X2 十 2cbx 了 十 2 一 C 一 0 
表示 一 对 直线 。 试 求 每 一 条 直线 的 方程， 
25， 已 知 
en 
asx thyg+c,= 0 
是 两 条 相交 直线 的 方程 。 证 明 :， 过 这 两 条 直线 交点 的 任 
意 一 条 直线 的 方程 可 以 写成 
1(0zZiX 十 Di 十 Ci) 十 ACa2X 十 十 ci) 一 0， 
式 中 4 和 8 是 两 个 常数 。 
证 明 ， 过 这 两 条 已 知 直线 交点 和 点 A40(xos yo) 的 直线 
方程 为 
04X 十 jb:3 十 Cl axt+byt+r, ,Nn 
CiX0 二 Dig 十 CC2Xo 十 5 十 Ca 


26。 已 知 


aixt+b yt+ce= 0, 
QsXt by es = 0 
是 两 条 相交 直线 和 的 方程 。 证 明 ， 这 两 条 直线 相交 所 夹 之 
角 的 两 条 平分 线 方程 为 
ax+biyt+e Faxth ytes 0 
Maitbi Mait+b? 
27，, 如果 动 点 到 已 知 两 条 相交 站 线 的 距离 之 比 为 常数 ， 试 证 
动 点 的 轨迹 为 两 条 直线 。 如 果 已 知 两 条 耳 级 的 方程 为 
aixtbiyte, =0, : 
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YX 十 ?3 十 Cs 一 0， 


”而 距离 的 比 为 不 ， 试 求 上 述 轨迹 的 方程 ， 


28., 


29 . 


30. 已 


证 明 ， 在 平面 xy 上 ， 如 果 动 态 到 两 轴 距 离 之 和 为 a >0， 
那么 动 所 的 轨迹 就 是 以 两 贰 二 四 所 (0， 士 0 ( 士 c,0) 为 
顶点 的 正方 形 的 各 条 边 。 
已 知 直 线 
ax+by+c= 0， 
而 A,(x1,gy1) 和 4 ,(xzsys) 是 这 条 直线 外 的 两 个 点 。 
明 : 如 果 点 4; 和 4, 对 已 知 直 线 而 言 位 于 同一 侧 ， A 
axis 十 by 十 c 和 ax, 十 by, 十 c 符号 相 问 ; 

如 果 点 4, 和 4, 对 已 知 直 线 而 言 位 于 异 侧 ， 那 么 :ax 十 
bys 十 C 和 axs 十 by;s 填 C 的 符号 必 相 及 

已 知 一 个 三 角形 各 顶点 的 坐标 ， 如 何 求 这 个 三 角形 内 切 


”图 加 心 的 坐标 ? 以 三 顶点 坐标 ，(1,0)，(1,1);(0,1)， 


31. 


了 4. 


为 例 ， 试 说 明之 。 
证 明 ， 求 三 角形 面积 的 公式 可 改写 成 


$= 三 Crya x 1 十 (Xs —X3Y, )+ (xsy XY ls 


以 折线 4,4,:…A4 "为 边界 的 任意 多 边 形 的 面积 时 由 下 列 
公式 计算 ; 


人 Dry XY )) 。 
关于 点 0 的 反 演变 换 指 的 是 平面 目 坪 外 办 象 ， 在 变换 过 程 


中 异 于 O 点 的 任意 一 点 4 与 射线 OA4 上 的 点 4 相对 应 ， 
并 且 04.04' =k (是 一 个 常数 )。 试 取 0 为 原点 ， 求 


“出 以 点 4 华 标 所 表示 的 点 4 的 坐标 公式 ， 


试 证 经 过 反 演变 换 贺 变 为 加 或 直线 ， 试 问 在 什么 条 件 下 
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圆 变 为 直线 9 经 过 反 演 变换 企 意 直 线 变 成 什么 ? 
33。 借助 于 反 演 变换 ， 抬 作 一 个 圆 和 两 个 已 知 相 交 贺 相 切 ， 
并 经 过 一 个 已 知 点 的 问题 ， 化 为 作 一 个 圆 和 两 条 已 名 中 
线 相 切 ， 并 经 过 一 个 已 知 点 的 问题 。 
34, 证 明 ， 经 过 平面 +y 自 身 映 象 ， 任 意 点 *，Y 与 点 *'， 9 
“相对 应 ， 如 果 
aitai=1, bi+b;= 1， 
ab ,+ab,= 0,， 
” 则 根据 公式 
x =ax+by+ce, 
y =a. bg, 
平面 xy 上 自 身 映 象 是 运动 ， 


$ 31. 旋转 体 的 体积 


” 体积 的 一 般 定义 “在 826 我 们 研究 过 简单 体 的 体积 , :所 
谓 简单 体 指 的 是 能 分 割 成 有 限 个 三 棱锥 的 几何 体 。 这 种 体 的 
体积 等 于 组 成 读 体 的 所 有 三 棱锥 的 体积 之 和 ， 而 三 楼 锥 的 体 


积 公式 了 一 地 3 甩 . 现在 根据 这 种 观点 我 们 来 确定 任意 用 


何 体 的 体积 概念 。 

体 下 的 体积 指 的 是 具有 下 列 两 条 性 质 的 数 耻 。 

1 ) 数 V 不 大 于 包含 所 给 体 T 的 任意 简单 体 的 体积 ， 

2 ) 不 存 在 大 于 数 Y， 而 又 具有 性 质 1 ) 的 数 . 

因此 ， 数 下 是 所 有 具有 性 质 1) 的 数 中 最 大 的 。 如 果 了 为 
简单 体 ， 则 所 给 出 工 的 体积 就 是 工 的 原来 体积 ， 因 为 在 包 合 
了 的 简单 体 中 ， 工 本 身 是 其 中 之 一 。 

由 体积 定义 ， 我 们 可 直接 推出 有 关 体 积 的 若干 性 质 ， 
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如 果 体 T, 补 包含 在 体 了 内， 那么 体 T， 的 体积 不 大 于 
体 IT 了。 的 体积 。 事实 上 ， 任 意 一 个 包含 体 工 , 的 简单 体 必 包 
含 体 工 ,， 因 此 ， 体 T， 的 体积 六 不 大 于 这 个 简单 体 的 体 
积 ， 而 体 工 , 的 体积 ,是 具有 这 种 性 质 的 数 中 的 最 大 的 ， 故 
y ,<V,. 

如 果 体 T, 全 等 于 体 T,, 那么 它们 的 体积 相等 。 事 实 上 ， 
如 果 体 了 ,包含 在 简单 体 了 Ti 内， 那么 ， 体 了 ,能 包含 在 全 等 于 
T: 的 简单 体 了 内。 因此， 下 :不 大 于 包含 体 了 ;的 任意 简单 体 
的 体积 ,而 六 ,是 具有 这 条 性 质数 中 的 最 大 的 数 , 故 了 ,和 了 ，， 
如 果 调 换 了 ; 和 了 人;， 可 得 相反 的 不 等 式 ; 了 , 委 F,， 所 以 
了 ,= 一，， 

如 果 两 个 几何 体 T, 及 T, 相似 ， 那 么 它们 的 体积 之 比 等 
于 它们 线性 尺寸 的 立方 比 。 

事实 上 ， 如 果 体 工 , 包含 在 体积 为 + 的 简单 体 内， 那么 
TT, 包含 在 体积 为 上 x 的 相似 简单 体内 ， 而 上 为 相似 系数 ， 


因此 ，Y，<h3x, 即 好 < x 。 由 此 数 世 :不 大 于 包含 体 了 ,的 
任何 简单 体 的 体积 ， 而 数 了 , 是 具 有 这 名 性 质数 中 的 最 大 的 
数 ， 故 了 子 <V 1， 即 Vk? 之 V，。 如 果 调换 ,和 了,， 可 得 相 


反 的 不 等 式 V ,kb <<V，,。 由 此 可 得 Vash? 一 V。， 即 也 2 二 kk， 
: 1 


如 果 一 个 几何 体 赴 平面、 圆锥 面 、 昨 柱 面 或 球面 所 分 
” 害 ， 那 么 这 个 几何 体 的 体积 等 于 分 彰 所 得 诸 体 的 体积 之 和 ， 

证 明 这 定理 的 根据 在 于 : 有 平面、 圆柱 面 、 圆 锥 面 或 球面 
的 任意 有 有 限 部 分 必 包 合 在 一 个 体积 可 任意 小 的 简单 体 之 内 ， 
对 于 一 黄平 面 ， 这 是 很 明显 的 ， 只 须 取 一 个 正方 形 包含 那 块 
已 知 平面 ， 然 局 以 这 个 正方 形 为 万， 任意 小 的 高 度 为 高 ， 做 
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一 个 平行 六 面体 ,对 于 其 它 三 SE RE 
条 人 性质 。 
为 明确 起 见 , 设 体 工 被 一 块 回 柱 面 分 成 两 个 体 , 和 2， 
设 V 入 ,为 工 , 和 工 , 的 体积 ， 而 V 为 了 的 体积 。 
设 是 一 个 任意 小 的 正 数 , 作 一 个 简单 体 了 :包含 体 Ti， 
但 了 :的 体积 不 大 于 了 ,+ ss, 这 样 的 简单 体 T;， 必 存 在 。 否则 ， 
所 有 包含 工 ,的 简单 体 体积 均 大 于 ,十 ce， 从 而 体 T, 的 体积 
不 小 于 ,十 ce。 作 简 单 体 T; 包 含 体 T,， 而 7; 的 体积 不 大 于 
V+e。 由 TT, 和 TT 组 成 的 简单 体 T' 的 体积 不 大 于 7Y ,十 7， 
28。 简单 体 T 包含 体 T, 因 而 体 工 的 体积 不 大 于 体 T' 的 体 
积 。 由 此 可 得 
V Vr +V,+2e, 
由 于 PR 故 由 此 不 等 式 推出 
VV, +V,, (1) 
现在 作 一 个 简单 体 T /包含 体 工 ， 并 且 T' 的 体积 不 大 于 
V+e。 往 单 体 T 人 被 贺 柱 曾 分 成 两 个 体 T1 和 工 ; 。 再 作 一 个 
体积 不 大 于 上 的 体 S'， 并 使 它 包 含 T, 和 了 ,的 公共 边界， 
把 简单 体 $ 分 别 增 并 于 T'1 和 TT; 中， 我 们 便 得 两 个 简单 体 
7 和 了 7 ， 它 们 分 别 包含 体 T, 和 T,， 体 71 和 T 的 体积 之 
和 不 大 于 灰 十 2e， 因 此 了 ,十 了 ,<TF+28， 由 于 可 以 任意 
小 ， 改 
V+V,<V, (2) 
把 不 等 式 ( 1 ) 和 ( 2 ) 进行 比较 
到 可 得 出 
y+V,=7, 
这 正 是 所 求证 的 。 
圆柱 的 体积 


用 和 


定理 31 .1 圆柱 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 浇 积 . 
证 明 ” 作 圆柱 的 内 接 正 好 棱 柱 和 外 切 正 半 棱柱 。 内 接 正 
n 棱柱 被 包含 在 圆柱 内 ， 所 
以 它 的 体积 不 大 于 圆柱 的 体 
积 ， 外 切 正 # 棱 柱 包 合 贺 
柱 ， 所 以 它 的 体积 不 小 于 贺 
柱 的 体积 ， 

作 内 接 棱 柱 底面 的 内 切 
到 ( 如 图 253 ) ， 这 贺 的 半 
径 为 


下 
图 253 Ki= kcos— 


其 中 有 为 圆柱 的 底 半径 ， 内 接 楼 柱 的 底面 积 不 小 于 包含 在 底 
面 内 的 半径 为 R 的 圆 域 的 面积 。 因 此 ， 内 接 楼 柱 的 体积 不 


小 于 rRi 瑞 =zR? 百 cos?- 荆 ， 其 中 九 为 圆柱 之 高 ， 由 此 可 
得 贺 柱 的 体积 


V >x RHcos’-™. (C1) 
现在 作 外 切 棱柱 底面 的 外 接 圆 ， 这 圆周 的 半径 为 
二 
2 A 二 
COS 一 一 
办 


外 切 棱柱 的 底面 被 包含 在 半径 为 R, 的 圆 域内 ， 故 外 切 棱柱 
的 底面 积 不 大 于 


相应 地 ， 贺 柱 的 体积 
284 ， 


六 


2 并 
LOS 一 一 
[1 


所 得 的 不 签 式 (4 ) 和 (2 ) 对 于 任意 # 均 成 立 。 在 
n 下 co 时 ， 则 cos-5-> 1， 因 此 由 不 等 式 ( 1 ) 可 得 


V 三 AR 五 ， 


而 由 不 等 式 ( 2 ) 可 得 

V xR H, 
因此 

V =xR’*H, 
这 正 是 所 求证 的 。 | 
证 意 ， 如果 从 外 切 楼 柱 内 去 掉 内 接 楼 柱 ， 那 么 我 们 得 到 
一 个 人 简单 体 ， 而 这 简单 体 包含 圆柱 的 侧面 ， 这 简单 体 的 体积 
等 于 两 术 柱 的 体积 之 差 ， 即 等 于 


和 
rR’'H( L -cos ). 
2 
COS 一 一 


当 纪 -co 时 ， 这 体积 趋 近 零 。 由 此 可 见 ， 圆 柱 面 的 任意 有 限 
部 分 必 包 含 在 一 个 体积 可 任意 小 的 简单 几何 体内 ， 

加 和 锥 的 体积 

定理 31.2， 项 锥 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 和 梁 积 的 三 分 之 

证 明 。 作 圆 锥 的 内 接 正 2 楼 锥 与 外 切 正 # 楼 锥 。 内 接 
正 半 棱锥 在 圆锥 之 内 ， 所 以 它 的 体积 不 大 于 圆 稚 的 体积 : 
外 切 正 ” 棱锥 包含 圆锥 ， 所 以 它 的 体积 不 小 于 圆锥 的 体 
积 。 
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作 内 接 棱锥 底面 的 内 切 圆 ( 如 图 233 ) ， 这 圆 的 半径 为 
R, = Reos—, 内 接 校 锥 底 而 的 面 和 不 小 于 包含 在 这 底面 内 


半径 为 Ri: 的 圆 域 的 面积 ,因此 内 修 于 圆锥 的 棱锥 体积 不 小 于 


37RIH= rR? “TT COR 


其 中 互 为 圆锥 的 高 、 出 此 可 得 ， 圆 锥 的 体积 
y >3rR'Hcos’E. (1) 
人 楼 锥 底面 的 外 接 圆 ， 这 圆周 的 半径 RR,= 
。 外 切 校 锥 的 底面 在 半径 为 有， 的 圆 域内 ， 因 此 ， 外 


eo 
+ 
切 棱锥 的 底面 积 不 大 于 r Ri= - 工 R -_， 国 锥 的 体积 
COS 
1 7 玉石 
COS i 


所 求 得 的 不 等 式 ( 1 ) 和 ( 2 ) 对 于 任意 4 均 成 立 。 在 
1 co 时 ，cos- 一 人 工 ， 因 此 由 不 等 式 ( 1 ) 可 得 出 ， 
V >37R'H, 
而 由 不 等 式 ( 2 ) 可 得 
y <4aR’H, 
因此 
+ 986 ， 


六 = 子 zR 甩 ， 
这 正 是 所 要 求证 的 ， 
注意 。 如 果 我 们 自 外 切 楼 锥 去 掉 内 接 楼 锥 ， 那 么 我 们 可 
得 到 一 个 包含 圆 鹤 人 镜面 的 简单 体 ， 这 简单 体 的 体积 等于 这 网 
人 梭 锥 的 体积 之 差 ， 即 
1 
37R? nH( 


BO 


” 当 # co 时， 此 体积 趋 于 零 。 因 此 可 得 ， 网 锥 面 的 任意 有 限 
部 分 必 包 含 在 体积 可 以 任意 小 的 简单 体内 。 z 
定理 31.3” 底 半径 分 别 为 R, 和 及 ,， 高 为 H 的 图 台 体积 
V= xH(RI+RR,+RI), 


个 公式 的 导出 与 楼 全 的 体积 公式 的 导出 方法 相同 ， 这 
here 
球 的 体积 
定理 31. 4 WO EN 


证 明 ”经 过 球 心 的 平面 把 球 分 成 两 个 全 等 部 分 ， 即 两 个 
“ 兴 球 体 ， 因 此 ， 只 须 求 半球 体 的 体积 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 
把 半球 体 放置 成 如 图 254 所 示 的 位 置 ， 作 一 个 半径 垂直 于 半 
球体 的 底面 ， 并 把 这 半 径 分 成 ?等 份 ， 过 各 等 分 点 作 平 面 平 
行 于 半球 体 的 底面 ， 这 些 平面 把 半球 体 分 割 成 t 个 注 讨 (如 
图 254 太 ) ， 对 于 每 一 落 层 ， 以 它 的 下 底 半 任 为 半径 ， 以 这 
湾 层 的 厚度 为 高 作 一 个 包含 这 湾 层 的 圆柱 ， 以 了 Fs 表 未 第 仙 
层 ( 从 半球 体 的 底面 扯 起 ) 圆柱 的 体积 ， 


* 287 ? 


254 


由 所 作 圆 柱 组 成 的 体 包含 半球 体 ， 因 而 它 的 体积 不 小 于 
于 球体 的 体积 ， 如 果 把 所 有 圆柱 均 向 下 降 一 个 距离 村 ,那么 


亿 

除 第 一 个 圆柱 外 ， 所 有 其 它 阅 柱 均 落 在 半球 体内 。 因 此 除 第 
一 个 圆柱 外 ， 所 有 其 它 咒 柱 所 组 成 的 体 的 体积 不 大 于 半球 体 
的 体积， 以 表示 半球 体 的 体积 ， 可 得 不 等 式 

V+ 二 VVEV +Y, 二 +V,, (1) 

现在 取 一 个 底 半 径 为 R， 融 也 是 的 加 锥 。 我 们 用 分 割 
半球 体 的 方法 把 这 圆锥 分 成 薄 层 ， 并 对 十 每 一 薄 层 作 包 合 
这 注 层 的 圆柱 《 如 图 254 右 )， 以 了 表示 第 吉 书 (从 网 锥 的 
顶点 算 起 ) 圆柱 的 体积 ， 这 些 贺 柱 所 组 成 的 体 的 体积 不 小 于 . 


国 锥 的 体积 。 恕 果 把 所 有 加 柱 升 高 二-, 那 么 除 最 末 一 层 外 ， 


其 它 所 有 圆柱 均 包 含 在 圆锥 内 。 因 此 这 些 被 包含 在 圆锥 内 的 
圆柱 所 组 成 的 体 的 体积 不 大 于 圆锥 的 体积 。 以 了 / 表 示 圆 锥 
的 体积 ， 可 得 不 等 式 
也 ,十 大 士 … 十 了 委 了 <『 十 天 十 十 FF。( 2 ) 
现在 来 求 两 个 体积 之 和 “二 了。,;。 根 据 勾 股 定理 ， 对 
半球 体 来 说 ， 第 rw 十 1 个 圆柱 的 底 半 径 等 于 


" 838 « 


因而 体积 为 
y=) | 


对 网 锥 来 说 ， 第 m 个 贺 柱 的 底 半 径 为 =- 尺 ， 因 而 体积 为 
RY 
一 R) 


我 们 看 出 


注意 


把 未 等 式 (1) 与 (2) 相 加 ， 可 得 
< 十 =- 吐 1 着 
i 而 在 % 疗 co 时 ， 


ni 2 十 1 


—> ]， — 1， 


故 有 
TR EV+V EAR’, 


由 此 可 得 
了 十 =xR:, 


因为 圆锥 的 体积 为 7 =xR!， 故 半球 体 的 体积 等 于 
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了 = 
平面 截 球 成 两 部 分 ， 分 都 叫 球 缺 (图 255) ， 球 缺 
的 体积 公式 为 
V=7xH’:(R -时 )， 

-~ ”其 中 刁 表 示 球 的 半径 ， 而 如 为 球 
， 缺 的 高 ( 球 缺 的 高 指 的 是 垂直 于 
| 截 平面 的 直径 在 球 缺 中 那 部 分 线 
\ ' ' 段 4B ) 。 这 个 公式 的 证 法 与 证 

\、! 。 A 。 明 举 球体 体积 公式 方法 相同 ， 
人 球 扇形 “是 由 球 缺 和 赔 纺 按 
图 255 下 述 方 法 构成 ， 如 果 球 缺 小 于 半 


球体 ， 则 球 肩 形 是 一 个 以 球 缺 的 
底面 为 底面 ， 而 以 球 心 为 顶点 的 圆锥 附加 到 球 缺 上 ， 如 果 球 
缺 大 于 半球 体 ， 那 么 球 扇形 是 球 缺 挖 去 上 述 贰 锥 体 (如 图 
256 ) 。 因 此 球 扇形 的 体积 可 由 相应 的 球 缺 体积 加 上 或 减 去 


相应 圆锥 的 体积 得 出 。 球 户 形 的 体积 \ 
公式 为 四 A 
,,_ 2xR’H : : 
Y= 一 一 : 
其 中 R 为 球体 的 半径 ， 而 HH 为 相应 
的 球 缺 的 高 . 
现在 我 们 来 证 球 能 包含 在 体积 可 

以 任意 小 的 简单 体内 。 设 有 为 球 的 半 
径 ， 作 两 个 半径 为 R 一 e 和 尺 十 e 的 
同心 球 ,和 工 ,， 其 中 为 任意 小 的 图 256 
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正 数 。 把 空间 分 割 成 对 角 线 小 于 e 的 小 立方 体 ， 现 在 按 下 述 
方式 作 两 个 简单 体 Ti 和 了; ， 体 T 由 球 工 ,和 所 有 与 ;起 
码 有 一 个 公共 点 的 小 立方 体 组 成 ， 体 了 ,是 由 球 T, 去 摔 所 有 
包含 TT, 体 上 及 体外 的 点 的 那些 小 立方 体 得 来 。 


体 T' 的 体积 不 小 于 球 T ,的 体积 , 即 不 小 于 nC 一 8 


体 T; 的 体积 不 大 于 球体 T, 的 体积 ， 即 不 大 于 x(R+6)?。 


体 T; 去 掉 体 T1 所 得 的 简单 体 包含 已 知 球 ， 并 且 这 个 简单 体 
的 体积 不 大 于 


Sa{(R+e)’—(R-e)'}= 47(3R'+e)e, 


对 于 充分 小 的 6， 这 个 简单 体 的 体积 可 任意 小 ， 这 正 是 所 可 
求证 的 ， 


$ 32. 旋转 体 的 表面 积 


凸 表面 的 面积 概念 “完全 凹 表 面 指 的 是 凸 体 的 边界 ， 而 
凸 体 指 的 是 这 样 的 体 ， 即 体 上 任意 两 点 和 连结 这 两 点 的 线段 
都 属于 这 体 。 凸 体 有 凸 多 面体 、 圆 柱 、 圆 锌 和 水 等 。 

对 完全 凸 表 面 上 的 图 形 ， 就 象 对 524 平面 上 的 图 形 一 
样 ， 可 引用 内 点 和 界 点 的 概念 ， 也 就 是 说 ， 如 果 在 凸 表 画 了 
上 与 点 X 充 分 近 的 所 有 点 均 属于 图 形 G， 那 么 上 的 图 形 G 
的 点 六 叫做 G 的 内 点 ， 点 了 了 则 做 G 的 界 点 ， 它 指 的 是 也 上 与 
点 了 充分 近 的 点 有 些 附 属于 G， 有 些 不 属于 G 。 

用 平面 截 完全 凸 表 面 ， 所 得 的 图 形 是 由 凸 表 面 上 位 于 平 
面 同一 俩 的 所 有 点 组 成 。 除 截面 上 的 点 外 ， 全 部 点 均 为 这 加 
形 的 内 点 ， 而 截面 上 的 点 是 界 点 ， 

“如果 图 形 的 所 有 点 均 为 内 点 ， 并 且 它 又 不 能 分 成 两 个 具 
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pi 
i ~ i A tt l 
ee ee : Er 


有 这 种 性 质 的 图 形 ， 则 完全 凸 表面 上 的 图 形 称 为 区 域 。 .如果 


把 一 个 区 域 的 边界 附加 到 这 个 区 域 上 ， 那 么 我 们 得 到 一 个 闭 
区 域 ， a 例如 ,圆锥 、 加 位 和 直人 区 本 本 磺 本 二 
表面 。 , 

, 为 了 对 下 述 凸 表面 而 积 的 定义 不 感到 突然 ， 我 们 研究 一 
外 实际 问题 设 有 一 个 圆 屋顶 和 一 块 一 米 见方 的 平 铁 板 ， 并 


在 它们 的 表面 涂 以 同 摩 度 的 涂料 。 设 在 圆 屋顶 表面 上 用 D, 公 


斤 涂料 ， 而 在 平 铁 板 表面 上 用 0, 公斤 涂料 ， 则 我 们 认为 ， 
圆 屋顶 的 表 而 积 是 平 铁 板 表面 积 的 坟 : ， 数 二 就 是 加 屋顶 


表面 积 的 平方 米 数 ， Wi 
为 1 米 x 1 米 、 高 为 所 涂 涂料 厚度 的 平行 六 面体 的 体积 ， 


因此 并 屋顶 的 表面 积 约 为 了 +， 


现在 我 们 给 凸 表面 面积 下 定义 。 设 卫 是 一 个 已 知 的 凸 玫 
面 ， 作 一 个 体 Ft， 它 是 由 每 一 个 到 册 表 面 的 距 离 不 大 于 
的 空间 点 组 成 ， 可 把 体 Pi 想象 为 凸 曲面 也 的 两 面 均 涂 以 
厚 为 的 涂料 所 得 的 体 ， 

设 Vs 是 体 书 , 的 体积 ， 凸 表面 了 的 面积 8 指 的 是 比 人 


2 基 在 大 一 0 时 的 极限 ， 即 


Ss= 1] 
8 


as 
ST 


球面 的 面积 

定理 32.1 半径 为 R 的 球面 的 面积 等 于 4xR ， 

证 明 设 了 为 已 知 的 球面 ， 在 上 述 凸 表面 面积 定义 中 
所 提 到 的 体 F; 是 半径 为 R 十 hh 和 RR 一 h 的 两 个 同心 球 所 
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夹 的 薄野 ( 如 图 257 ) ， 体 也, 的 体积 
等 于 半径 为 十 和 和 R 一 有 的 两 个 
球体 的 体积 之 差 ， 即 

V = R+h) (Rb) 
于 是 有 / 


Tl he 
hp ehR’ t+2h’)=4rR (1+3R3) 


当下 ~* 0 时， 比值， 趋 于 极限 4r 及 *。 这 正 是 所 要 求证 的 ， 
就 球面 而 言 ， 确 定 体 忆 的 体积 了 ,是 简单 的 ， 而 在 其 它 
情况 下 ， 这 可 能 是 十 分 困难 的 课题 。 由 于 我 们 只 是 求 凸 表面 
的 面积 ， 即 lim- 二 ， 所 以 我 们 可 将 体 Pi 换 为 其 它 任意 体 ， 


只 要 能 给 出 比 -的 相同 极限 值 。 现 在 我 们 指 出 ， 怎 样 变化 


体 Fs， 也 不 改变 我 们 所 要 求 的 极限 jim 也， 


设 所 考虑 的 凸 表 面 的 边界 是 由 一 些 线段 和 圆 弧 组 成 。 取 
任意 一 个 固定 的 数 a > 1 ， 并 以 F',; 表 示 这 样 一 个 休 ， 它 是 
由 每 一 个 到 凸 表 而 边界 的 距离 不 大 于 cj 的 空间 点 所 组 成 。 

定理 32.2 如 果 体 F; 在 号 表面 边界 的 邻近 ， 并 以 任意 


方式 在 体 F 。 内 变化 ， 那 么 lim -不 变 、 
”证明 ”显然 体 ; 的 体积 变化 不 大 于 体 F'i 的 体积 六 。 ， 


因此 只 须 证 明 当天 -0 时 ， 比 -7 


— 0, 
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技 题 设 所 研究 的 凸 表面 的 边界 由 一 些 线段 和 圆 弧 组 成 。 
如 果 我 们 对 每 一 段 直线 或 加 弧 作 相应 的 体 F'。; ， 那 么 所 有 这 
些 体 将 掩盖 与 整个 边界 有 关 的 体 F'。 。 因 此 只 须 对 每 一 条 直 
线 和 每 一 个 圆 弧 所 做 的 体 Fi;， 证 证 明生-> 0 就 可 以 了 。 

当 直 线 线段 的 长 度 为 上 时 , 体 忆 包含 在 半径 为 ap, 长 为 
! 十 2ah 的 一 个 圆柱 内 ， 这 个 圆柱 的 体积 为 ze 及 (1+20 有 )， 
当 产 一 [0 了 于， 比划 十 207 -0 ， 因 此 二 0. 

当 图 弧 的 半径 为 及时 ， a 这 
圆 环 是 由 半径 为 玉 十 ah、 高 为 2 的 圆柱 去 掉 半 径 为 R --ah、 


高 为 2a 的 同 轴 圆 柱 而 得 出 的 ， 圆 环 的 体积 等 于 两 圆柱 的 体 
积 之 差 ， Xx[(RR 二 ah) ?一 (R 一 ah)?] 2c8=8ra2j2R 由 于 当 


h ->0 时 ， za 1 -0 ， 让 对 加 骤 来 说 ， 了 0. 定理 


得 证 ， 
球 馈 的 号 副 面 积 
定理 32.3 半径 为 R 离 为 H 的 球 个 的 凸 表面 的 面积 等 也 
SS 一 27 有 RD 。 
证 明 设 闻 是 一 个 半径 为 民 的 球 缺 ， 作 与 之 相应 的 体 
PF. ( 如 在 所 表面 面积 的 定义 中 所 提 到 的 ) ( 如 图 258 ) ， 则 
球 缺 的 面积 寺 玫 lim 7 2 。 根 


据 定理 32.2， 如 果 体 -a 人 ~ 
在 边界 邻近 作 如 该 定理 中 所 
图 258 。 述 的 变化 ， 则 fim -5 不 变 。 


RS 


我 们 使 这 种 变化 的 距离 不 超过 =，_， 其 中 6 为 球 缺 在 边缘 的 
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ci 


切 平面 与 球 缺 底面 所 夹 之 角 。 变 化 后 体 F, 被 换 成 半径 为 R 十 
hh 和 一 的 两 个 同心 球面 和 已 知 球 缺 底面 三 阁 所 国 成 的 
体 。 我们 用 F'; 表 此 体 ， 而 以 六 表示 此 体 的 体积 ， 此 时 
4 
7 于 计 二 和 7 

体 F'; 的 体积 等 于 以 R 十 天 为 半径 吾 十 天 为 高 的 球 缺 与 
以 及 一 天 为 半径 、 豆 一 因为 高 的 球 缺 之 差 。 于 是 

es . 2 本 ”本 十 
V' =x( H+ | R+A) 一 | 


-x(H-AD)'|(R-) -eeT| 


=47RHh+ Sah, 


圆柱 的 侧面 积 

定理 32.4 底 灶 径 为 R、 离 为 H 的 好 柱 向 面 积 史 于 2xRH， 
证 明 ” 设 为 团 柱 的 侧 表 面 。 作 与 之 相应 的 体 Fi( 如 
在 西 表面 面积 的 定义 中 所 提 到 的 ) ， 
则 圆柱 的 便 表 面积 等 于 lim 二. 根据 
定理 32.2， 如 果 于; 只 在 边 界 邻 近 作 
不 超过 距离 大 的 变化 ， 那 么 lim -5 
不 变 。 变 化 后 你; 被 换 成 半径 为 十 
让、 高 为 瑟 的 圆柱 去 掉 半 径 为 天 一 
h、 高 为 互 的 园 柱 (如 图 259 ) ， 这 
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个 体 我 们 记 作 Pi， 并 以 矿 4 表 示 它 的 体积 ， 刀 ;的 体 积 等 于 
两 圆柱 的 体积 之 差 ， 和 
Vi=a(R+h) HAR H=IrRHh. 

当 h-> 0 时， 可 有 D>2xRH ， 这 正 是 所 要 求证 的 ， 

贺 台 的 侧面 积 

定理 32.5 设 R1R ,分 别 为 两 底 之 半径 ，1 是 长 线 长 ， 
则 济 台 的 侧面 积 为 

S=A(R,+R,)], 
证 明 nt 对 侧 曾 作 体 了 了 ,;。 闻 


台 侧 面积 等 于 lim 二 ， 根据 定理 32， 2， 如 果 体 已 :只 在 侧面 


的 边界 作 距离 不 超过 --- 的 变化 ， 那 么 


母线 与 底 乎 面 的 淆 和 角 

作 两 个 与 侧面 F 同 轴 的 他 台 的 侧面 ,和 下 ,。F, 和 于 ， 
的 母线 在 轴 截 面 与 的 母线 平行 ， 并 且 各 在 F 的 两 全 与 了 要 
距 (如 图 260 ) 。 我 们 用 体 Fi 代 替 体 F,， 体 Fs 是 由 两 
DR En, 

休 严 的 体积 下 等 于 两 个 与 
已 知 阅 台 等 高 的 圆 台 体积 之 差 ， 
其 一 个 圆 台 的 上 、 下 底 半径 分 别 
为 


1 上 上 不 变 。a 为 


遇 
h & 
。 » Kk 2 十 -一 -一 9 
SINg SINo 


而 另 一 个 贺 台 的 上 、 下 诬 举 径 分 
别 为 ， 


AT 


0 
sine sing 
因而 
h 
7 = 
ha | 7 加 
a oe 二 
h 
二 (Ri 一 -襄公 ,+ (Rs -) } 
27Hh(R, 十 R 2 
sina 
ili 
Vs ~ A(R, a 2 
2 sina 
而 -是 侧面 的 母线 长 ! 。 因 此 加 台 侧面 的 面积 
S=A(R+R,)I, 
圆锥 的 侧面 积 也 可 由 此 式 令 有 ;=0 得 出 。 
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区 名 二 :于 
书 名 三 基础 几何 学 
作者 二 A . B. 勃 格 菜 洛 夫 
而 和 二 了 了 
I 6 如 .证 这 :过 
小 所 日 期 二 1981 和 全 0 5 月 党 1 拨 


第 一 部 分 “平面 儿 何 

1 .最 简单 几何 和 角形 的 基本 性 质 
点 和 自 线 
平 血 上 点 和 直线 的 基本 性 质 
直线 和 平和 外 上 点 的 相 矶 位置 的 基本 性 质 
线段 和 有 角 的 上 度 星 的 基本 性质 
线段 和 角 的 绘制 的 基 本 性 质 
信守 二 枚 尼 的 守 一 判定 流 
平行 线 的 基本 性 质 
复习 题 及 练习 题 

2 . 在 几何 中 怎样 研究 图 形 的 性 质 
公理 、 定 理 利 证 咀 
在 同 - 半 党 几 内 的 说 角 的 位 置 
百 线 分 隔 戎 的 两 条 边 
复习 题 及 练习 题 


补 人 由 
对 顶 角 
百 朋 ， 重 线 
复习 题 太 练习 题 
4 . 个 等 三 角形 
侍 等 三 角形 的 第 - .判定 法 
等 腰 二 角形 
三 角形 的 中 线 、 角 平分 线 及 顶 拭 线 ( 珊 ) 
全 等 三 角形 的 第 三 判 完 法 
复习 题 及 练习 题 
5. 二 角形 各 和 上 及 种 这 之 轩 的 关系 
三 角形 各 角 之 间 的 关系 
角形 的 角 与 其 对 边 之 间 的 关系 
角形 各 边 之 问 的 关系 
三 让 形 不 管区 
复习 题 及 练习 题 
用 二 用 下 
直角 三 角形 的 角 和 边 
企 等 直 骨 三 角形 
重 线 和 和 斜 线 


le 


7 . 几何 作 图 
作 图 题 
1 fe eA 3 ee ji 
"E> 2 
作 角 的 平分 线 
作 竺 线 
点 的 轨迹 
i 
复习 题 及 练习 题 
8 . 平行 线 
平行 线 的 判定 
三 人 角 珍 内 角 的 和 
平行 线 问 的 距离 处 处 相等 
复习 题 及 练习 题 
9 .四 边 形 
山 四 边 形 
平行 四 边 形 
短 形 和 雄 形 下 方形 
梯形 
二 角形 三 条 中 线 的 人 交点 
复习 题 及 练习 题 
1 0 个 等 图 形 


运动 的 概念 

运动 的 性 质 

关于 直线 的 对 称 

关上 点 的 对 称 

平移 

转动 

复习 题 及 练习 题 
FE 

网 的 最 简单 性 质 

册 心 角 

册 辣 角 


内 切 贺 和 外 接 圆 
复习 是 及 练习 是 

1 2.， 机 似 二 角形 
相似 三 角形 肘 基 本 判定 法 
相似 三 角形 肘 共 它 判 定 法 
三 骨 珍 内 成 比例 的 线段 


父 昱 定 地 和 切 制定 理 
直线 和 圆 相 交 
网 个 作 图 题 
相似 图 形 同位 相似 
复习 题 太 练习 J 题 

1 3 . 勾 股 定理 及 其 应 用 
义 股 定理 
短 王 角形 各 边 之 问 的 关系 
平行 出 这 形 各 边 与 对 角 线 之 加 的 关系 
已 知 三 边 的 三 角形 的 存在 的 条 件 
枫 圆 的 位 置 天 系 
两 个 例题 
复习 题 及 练习 题 

1 4 .三 角 沙 数 


下 弦 定 律 
复习 题 及 练习 题 

1 5. 多 边 展 
凸 多 边 形 
凸 多 边 形 内 吉之 和 
多 边 域 山 折 线 
上 下 多 边 形 
同 的 内 接 多 边 形 和 外 切 多 边 形 
相似 多 边 形 
复习 题 及 练习 题 

1 6 . 图 形 的 面积 
血 积 的 概念 
算 形 的 | 用 积 
简单 图 形 的 出 各 
简单 图 形 的 面积 与 它 分 割 成 三 角形 的 方法 无 类 
相似 图 形 的 面积 
复习 题 及 练习 题 

1 了 7. 圆 的 周 长 和 圆 域 的 血 积 
圆 的 周 长 
同 弧 长 ” ”弧度 制 
周 域 的 
复习 题 及 练习 题 

第 二 部 分 ”立体 几何 


2 


2 


2 
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.并 体 几何 的 公理 及 其 推论 


立体 几何 公理 的 一 些 排 论 
平 徊 把 空间 分 成 由 个 半空 间 
对 公理 I 1 的 分 析 

习题 


. 且 线 与 卫 线 、 且 线 与 症 甸 、 半 面 与 阅 和 而 的 症 行 关系 


至 问 的 平行 线 
月 线 与 平面 的 平行 关系 
平 咎 与 平 徊 的 平行 关系 
平行 平 血 间 的 平行 线段 
开 川 耳 线 
习题 

直线 与 直线 、 和 直线 与 平面 、 平 面 与 阅 面 的 斑 让 关系 
上 月 线 与 肯 线 的 重 月 关系 
上 线 志 平面 的 垂 和 关系 
直线 与 平 血 的 看 有 性 质 
百 线 与 半 虱 和 斑 百 的 判定 
班 线 和 笠 线 
平面 与 税 面 的 亚 百 天 系 
习题 


.上 朋 线 与 自 线 、 自 线 与 平面 、 平 面 与 平面 所 成 的 角 


两 条 自 线 的 炎 角 
直线 与 平 血 所 成 的 角 
半 | 几 与 半 | 和 所 成 的 角 
习题 

- 面 朋 、 三 面 朋 和 多 面 角 
-. 面 角 和 三 面 角 的 定义 
三 面 角 的 余 妨 定 埋 
己 知 三 咎 角 的 极 三 向 角 
三 向 角 的 正弦 定理 
三 上 用 和 角 的 半 则 角 的 个 等 式 
多 上川 角 
3 

裤 丫 的 运动 和 其 它 演 换 
运动 及 其 性 质 
关于 平 血 和 关于 点 的 对 称 
守则 的 平移 和 转动 
守则 的 机 和 似 变换 璋 ! 同 位 模 似 变换 
平面 公平 面 的 投影 
习题 


多 面体 


儿 何 体 
校 柱 
平行 六 和 面体 
校 狼 
正 包 | 用 人 性 
习题 

2 5 .投影 图 
点 在 投影 图 上 的 显示 
有 关 直 线 的 例题 
线段 长 度 的 硝 完 
有 关 百 线 利 半 作 的 例题 
习题 

2 6 . 简单 体 的 体积 
体积 的 概念 
长 方 体 的 体积 
笠 平 行 六 自体 的 体积 
校 柱 的 体积 
校 锥 的 体积 
相似 体 有 的 体积 
侧 单 儿 何 体 榴 体积 定义 
习题 

2 7 .旋转 体 
圆柱 
圆锥 
习题 

弟 全 儿 何 的 解析 方法 

2 8 . 问 量 的 运算 
品 量 的 概 从 
平移 的 性 质 
阿 量 的 方 同 利 回 量 的 模 
回 量 的 加 法 利 减 法 
数 和 上 加 量 的 积 
加 量 的 数量 各 
习题 

29. 三 角 
任意 角 三 角 畏 数 鸭 定义 
AN 
三 角 图 数 的 加 法 公 去 
瑟 倍 角 太 半 骨 的 三 角 函 数 公式 
三 角 渭 数 的 积 化 和 差 及 和 差 化 积 公 式 


解 二 多 
习题 
3 0 ， 举 标 法 
半 咱 豆角 坐标 系 
圆 的 方程 
直线 方程 
自 线 方程 解法 的 例题 
宇 国 同 量 及 空间 举 标 
习题 
3 1 ， 话 转 体 的 体积 
体积 的 一 般 定义 
风 柱 的 体积 
出 锥 的 体积 
球 的 体积 
3 2 .旋转 体 的 表 向 积 
凹 表 上 肌 的 用 各 概念 
球 出 的 出 各 
球 缺 的 凸 表 面积 
四 柱 的 侧面 积 
别人 台 的 侧面 各 


